
éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ˦ ǑɄɼ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖ
âŗɼʚ ࣘࡹ ¡ɄʚǶ˙ŗʚǶȳǖ çʯƨʌʚǶɄȳʌ ŗȳƕ $ʯǶțƕǶȳǖ $țɄƉȕʌ

bŗſǶŗȳ âƨƕɼƨǖɄʌŗࣗࡹ ,Ʉʯɼʚȳƨ˦ âŗɸʯƨʚʚƨࣗࡽ,ࡹ ÿɄȭ ÿɼɄǖƕɄȳࣗࢁ �ƨ˽ɼƨ˦ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࡹ

ࡹ eɄɄǖțƨ éƨʌƨŗɼƉǫ ࣗ ࡽ ¡ƉeǶțț ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ࣗ ࢁ ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ɄǑ İŗʌǫǶȳǖʚɄȳ

JVVRU���TCPFQO�OCVTKZ�NGCTPKPI�IKVJWD�KQ



�ſɄʯʚ ʚǫǶʌ ʚʯʚɄɼǶŗț

¶ſȍƨƉʚǶ˙ƨࣘ

࣢ �ɱɱțǶƉŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ÞŗȩƐȹȣ �ŗʋɮǮ˕ òǣƣȹɮ˖ ࣯é¡ÿࣱ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣖ
࣢ âɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨʌ Ƕȳ é¡ÿ

óʚɼʯƉʚʯɼƨࣘ

ࣖࡹ ¡ɄʚǶ˙ŗʚǶȳǖ çʯƨʌʚǶɄȳʌ ŗȳƕ $ʯǶțƕǶȳǖ $țɄƉȕʌࣗ ^ŗŻǮŗȩ ×ƣƐɮƣǐȹɾŗ
ࣖࡽ yȳʚɼɄƕʯƉʚǶɄȳ ʚɄ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ ࣗ˦ *ȹʠɮʋȩƣ˖ ×ŗɪʠƣʋʋƣ
ࣖࢁ �ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ¥ʯȭƨɼǶƉŗț �țǖɄɼǶʚǫȭʌࣗ òȹȣ òɮȹǐƐȹȩ
ࣖࢅ ÿǫƨ ¡˦ʌʚƨɼ˦ ɄǑ eƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳࣘ İǫ˦ 6Ʉƨʌ 6ƨƨɱ �ƨŗɼȳǶȳǖ İɄɼȕࣞࣗ �ƣ˹ɮƣ˖ ×ƣȩȩǮȩǐʋȹȩ

JVVRU���TCPFQO�OCVTKZ�NGCTPKPI�IKVJWD�KQ

ࡹ



�ſɄʯʚ ʚǫǶʌ ʚʯʚɄɼǶŗț

¶ſȍƨƉʚǶ˙ƨࣘ

࣢ �ɱɱțǶƉŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ÞŗȩƐȹȣ �ŗʋɮǮ˕ òǣƣȹɮ˖ ࣯é¡ÿࣱ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣖ
࣢ âɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨʌ Ƕȳ é¡ÿ

óʚɼʯƉʚʯɼƨࣘ

ࣖࡹ ¡ɄʚǶ˙ŗʚǶȳǖ çʯƨʌʚǶɄȳʌ ŗȳƕ $ʯǶțƕǶȳǖ $țɄƉȕʌࣗ ^ŗŻǮŗȩ ×ƣƐɮƣǐȹɾŗ
ࣖࡽ yȳʚɼɄƕʯƉʚǶɄȳ ʚɄ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ ࣗ˦ *ȹʠɮʋȩƣ˖ ×ŗɪʠƣʋʋƣ
ࣖࢁ �ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ¥ʯȭƨɼǶƉŗț �țǖɄɼǶʚǫȭʌࣗ òȹȣ òɮȹǐƐȹȩ
ࣖࢅ ÿǫƨ ¡˦ʌʚƨɼ˦ ɄǑ eƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳࣘ İǫ˦ 6Ʉƨʌ 6ƨƨɱ �ƨŗɼȳǶȳǖ İɄɼȕࣞࣗ �ƣ˹ɮƣ˖ ×ƣȩȩǮȩǐʋȹȩ

JVVRU���TCPFQO�OCVTKZ�NGCTPKPI�IKVJWD�KQ

ࡹ



İǫŗʚ Ƕʌ ŗ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ࣞ

� ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ Ƕʌ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ ˝ǫɄʌƨ ƨȳʚɼǶƨʌ ŗɼƨ ɼŗȳƕɄȭ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣗ ȳɄʚ ȳƨƉƨʌʌŗɼǶț˦
Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ

E˥ŗȭɱțƨ
éƨŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ࣘ

Ķ =





ࢍࢍࡱ.ࡹ ࢕ࡱ࢙.ࡱ ࢍࡽࡱ.ࡹ ࢅ࢙ࡽ.ࡱ− ࢙࢑࢕.ࡱ
࢕ࡱ࢙.ࡱ ࢅ࢙࢑.ࡹ− ࢍ࢙ࢉ.ࡱ ࢅࡹࡱ.ࡹ− ࢁࡱࡹ.ࡱ−
ࢍࡽࡱ.ࡹ ࢍ࢙ࢉ.ࡱ ࢍࢅࡽ.ࡱ− ࢕ࢍ࢙.ࡱ ࡱࢉ࢑.ࡱ
ࢅ࢙ࡽ.ࡱ− ࢅࡹࡱ.ࡹ− ࢕ࢍ࢙.ࡱ ࢅ࢕ࡹ.ࡱ ࡽࡹ࢕.ࡱ
࢙࢑࢕.ࡱ ࢁࡱࡹ.ࡱ− ࡱࢉ࢑.ࡱ ࡽࡹ࢕.ࡱ ࡱࡹࡽ.ࡱ





eɄŗț ɄǑ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ˦ Ƕʌ ʚɄ ʯȳƕƨɼʌʚŗȳƕ ʚǫƨǶɼ

࣢ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ
࣢ ƨǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼʌ

࣢ ȳɄɼȭʌ
࣢ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ŗțʯƨʌ

࣢ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ƨƉʚɄɼʌ
࣢ ࣚ

ࡽ



İǫŗʚ Ƕʌ ŗ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ࣞ

� ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ Ƕʌ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ ˝ǫɄʌƨ ƨȳʚɼǶƨʌ ŗɼƨ ɼŗȳƕɄȭ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣗ ȳɄʚ ȳƨƉƨʌʌŗɼǶț˦
Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ
E˥ŗȭɱțƨ
éƨŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ࣘ

Ķ =





ࢍࢍࡱ.ࡹ ࢕ࡱ࢙.ࡱ ࢍࡽࡱ.ࡹ ࢅ࢙ࡽ.ࡱ− ࢙࢑࢕.ࡱ
࢕ࡱ࢙.ࡱ ࢅ࢙࢑.ࡹ− ࢍ࢙ࢉ.ࡱ ࢅࡹࡱ.ࡹ− ࢁࡱࡹ.ࡱ−
ࢍࡽࡱ.ࡹ ࢍ࢙ࢉ.ࡱ ࢍࢅࡽ.ࡱ− ࢕ࢍ࢙.ࡱ ࡱࢉ࢑.ࡱ
ࢅ࢙ࡽ.ࡱ− ࢅࡹࡱ.ࡹ− ࢕ࢍ࢙.ࡱ ࢅ࢕ࡹ.ࡱ ࡽࡹ࢕.ࡱ
࢙࢑࢕.ࡱ ࢁࡱࡹ.ࡱ− ࡱࢉ࢑.ࡱ ࡽࡹ࢕.ࡱ ࡱࡹࡽ.ࡱ





eɄŗț ɄǑ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ˦ Ƕʌ ʚɄ ʯȳƕƨɼʌʚŗȳƕ ʚǫƨǶɼ

࣢ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ
࣢ ƨǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼʌ

࣢ ȳɄɼȭʌ
࣢ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ŗțʯƨʌ

࣢ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ƨƉʚɄɼʌ
࣢ ࣚ

ࡽ



İǫŗʚ Ƕʌ ŗ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ࣞ

� ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ Ƕʌ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ ˝ǫɄʌƨ ƨȳʚɼǶƨʌ ŗɼƨ ɼŗȳƕɄȭ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣗ ȳɄʚ ȳƨƉƨʌʌŗɼǶț˦
Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ
E˥ŗȭɱțƨ
éƨŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ࣘ

Ķ =





ࢍࢍࡱ.ࡹ ࢕ࡱ࢙.ࡱ ࢍࡽࡱ.ࡹ ࢅ࢙ࡽ.ࡱ− ࢙࢑࢕.ࡱ
࢕ࡱ࢙.ࡱ ࢅ࢙࢑.ࡹ− ࢍ࢙ࢉ.ࡱ ࢅࡹࡱ.ࡹ− ࢁࡱࡹ.ࡱ−
ࢍࡽࡱ.ࡹ ࢍ࢙ࢉ.ࡱ ࢍࢅࡽ.ࡱ− ࢕ࢍ࢙.ࡱ ࡱࢉ࢑.ࡱ
ࢅ࢙ࡽ.ࡱ− ࢅࡹࡱ.ࡹ− ࢕ࢍ࢙.ࡱ ࢅ࢕ࡹ.ࡱ ࡽࡹ࢕.ࡱ
࢙࢑࢕.ࡱ ࢁࡱࡹ.ࡱ− ࡱࢉ࢑.ࡱ ࡽࡹ࢕.ࡱ ࡱࡹࡽ.ࡱ





eɄŗț ɄǑ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ˦ Ƕʌ ʚɄ ʯȳƕƨɼʌʚŗȳƕ ʚǫƨǶɼ

࣢ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ
࣢ ƨǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼʌ

࣢ ȳɄɼȭʌ
࣢ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ŗțʯƨʌ

࣢ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ƨƉʚɄɼʌ
࣢ ࣚ ࡽ



İǫƨɼƨ ƕɄ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ
,Ʉȭƨ bɼɄȭࣞ



ࣘ࢕ࡽ࢙ࡹ EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ ¥Ʉɼȭŗț ,Ʉ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ

�Ʉǫȳ İǶʌǫŗɼʚ

Ģ = ĩĩ! , ĩǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ

ɤ(λࡹ, . . . ,λ�) ∝ ƣ− ࡹ
ࡽ
∑

Ǯ λǮ
∏

λ(ȩ−ɤ−ࡹ)/ࡽ
Ǯ

∏

Ǯ<ȃ
|λǮ − λȃ|

ࢁ



ࣘ࢕ࡽ࢙ࡹ EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ ¥Ʉɼȭŗț ,Ʉ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ

�Ʉǫȳ İǶʌǫŗɼʚ

Ģ = ĩĩ! , ĩǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ

ɤ(λࡹ, . . . ,λ�) ∝ ƣ− ࡹ
ࡽ
∑

Ǯ λǮ
∏

λ(ȩ−ɤ−ࡹ)/ࡽ
Ǯ

∏

Ǯ<ȃ
|λǮ − λȃ|

ࢁ



ࣘࢉࢉ࢙ࡹ éŗȳƕɄȭ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ

Eʯǖƨȳƨ İǶǖȳƨɼ

Eȳƨɼǖ˦ țƨ˙ƨțʌ ɄǑ ǫƨŗ˙˦ ȳʯƉțƨǶࣗ
ƉɄȭɱŗɼƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ɼŗȳƕɄȭ
ȭŗʚɼǶ˥ ʚǫƨɄɼ˦ ɱɼƨƕǶƉʚǶɄȳࣖ
óɄʯɼƉƨࣘ ࣷéɄʌƨȳ˲˝ƨǶǖ ŗȳƕ âɄɼʚƨɼࣗ
ࣹࡱࢍ࢙ࡹ

ࢅ



¡Ʉƕƨț ǑɄɼ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ɱǫƨȳɄȭƨȳŗ

࣢ ¥ʯȭſƨɼ ÿǫƨɄɼ˦ ࣷ¡ɄȳʚǖɄȭƨɼ ࣗ˦ ࣗࢁ࢑࢙ࡹ
�ƨŗʚǶȳǖࣗ ࣹࣖࢁ࢙࢙ࡹ

࣢ eɼŗɱǫ ÿǫƨɄɼ˦ ࣷEɼƕɄʌ ŗȳƕ éƩȳ˦Ƕࣗ ࣹࣖࡱࢍ࢙ࡹ
࣢ bǶȳŗȳƉƨ ࣷ$ɄʯƉǫŗʯƕ ŗȳƕ âɄʚʚƨɼʌࣗ ࣹ࢙ࣖࡱࡱࡽ
࣢ İǶɼƨțƨʌʌ ƉɄȭȭʯȳǶƉŗʚǶɄȳ ࣷÿʯțǶȳɄ ƨʚ ŗțࣖࣗ
ࣹࢅࡱࡱࡽ

࣢ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖ ࣖࣖࣖ 6ǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɄǑ ǖŗɱʌ ſƨʚ˝ƨƨȳ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ƉɄȭɱŗɼƨƕ

˝Ƕʚǫ ǫǶʌʚɄǖɼŗȭ ɄǑ ǖŗɱʌ ſƨʚ˝ƨƨȳ ζ ˲ƨɼɄʌࣖ óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ¶ƕț˦˲ȕɄࣗ ࣹ࢑࢕࢙ࡹ

ࢉ



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣘ �Ʉʌʌ �ŗȳƕʌƉŗɱƨ

óɱǶȳ ețŗʌʌ ȭɄƕƨț ɄǑ ʚǫƨ �Ʉʌʌ �ŗȳƕʌƉŗɱƨ
Eŗɼț˦ࣘ ࣷ�ȭǶʚ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣗࢉ࢕࢙ࡹ eŗɼƕȳƨɼ ŗȳƕ 6ƨɼɼǶƕŗࣗ ࣗ࢕࢕࢙ࡹ 6ɄʚʌƨȳȕɄࣗ ࣹࢉ࢙࢙ࡹ
�ŗʚƨࣘ ࣷ6ŗʯɱǫǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣗࢅࡹࡱࡽ óŗǖʯȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣗࢅࡹࡱࡽ ,ǫɄɼɄȭŗȳʌȕŗ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣗࢉࡹࡱࡽ $ŗǶʚ˦ࣽ�ƨʌǶ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢕ࡹࡱࡽ

�Ʉʌʌ ʌʚʯƕ˦ ʚǫɼɄʯǖǫ ʌɱǶȳࣽǖțŗʌʌ ȭɄƕƨțࣖ óƉŗțƨƕ ʚƨʌʚ țɄʌʌƨʌ ǑɄɼ ʚǫƨ ʌɱǶȳࣽǖțŗʌʌ ࣯țƨǒʚࣱ ŗȳƕ ʚǫƨ ȳƨʯɼŗț
ȳƨʚ˝Ʉɼȕ ࣯ɼǶǖǫʚࣱࣖ óɄʯɼƉƨࣘ ,ǫɄɼɄȭŗȳʌȕŗ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࢉࡹࡱࡽࣷ òǣƣ �ȹɾɾ çʠɮǋŗƅƣɾ ȹǋ �ʠȑʋǮȑŗ˖ƣɮ �ƣʋˍȹɮȋɾࣖ

ࢍ



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣘ �Ʉʌʌ �ŗȳƕʌƉŗɱƨ

¥ƨ˝ ȭƨʚǫɄƕʌ ŗȳƕ ʌɄǒʚ˝ŗɼƨࢁ,ࡽ,ࡹ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ
pƨʌʌǶŗȳ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ țŗɼǖƨ ȭɄƕƨțʌ
ࣷeǫɄɼſŗȳǶ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࢙ࣗࡹࡱࡽ ĸŗɄ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣗࡱࡽࡱࡽ
âŗɱ˦ŗȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ࡹ JVVRU���IKVJWD�EQO�COKTIJQNCOK�2[*GUUKCP
ࡽ JVVRU���IKVJWD�EQO�IQQING�URGEVTCN�FGPUKV[�
ࢁ JVVRU���IKVJWD�EQO�FGGR�NCD�&GGRPGV*GUUKCP

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷâŗɱ˦ŗȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

࢑



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣘ �Ʉʌʌ �ŗȳƕʌƉŗɱƨ

¥ƨ˝ ȭƨʚǫɄƕʌ ŗȳƕ ʌɄǒʚ˝ŗɼƨࢁ,ࡽ,ࡹ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ
pƨʌʌǶŗȳ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ țŗɼǖƨ ȭɄƕƨțʌ
ࣷeǫɄɼſŗȳǶ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࢙ࣗࡹࡱࡽ ĸŗɄ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣗࡱࡽࡱࡽ
âŗɱ˦ŗȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ࡹ JVVRU���IKVJWD�EQO�COKTIJQNCOK�2[*GUUKCP
ࡽ JVVRU���IKVJWD�EQO�IQQING�URGEVTCN�FGPUKV[�
ࢁ JVVRU���IKVJWD�EQO�FGGR�NCD�&GGRPGV*GUUKCP

é¡ÿ ȭɄƕƨț ǑɄɼ ʚǫƨ pƨʌʌǶŗȳ ʌʚǶțț ŗȳ Ʉɱƨȳ
ɱɼɄſțƨȭ ࣷ�ǶŗɄ ŗȳƕ ¡ŗǫɄȳƨ ࣗ˦ ࣗࡹࡽࡱࡽ
$ŗʌȕƨɼ˙Ƕțțƨ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡹࡽࡱࡽ ࣖࣖࣖ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷâŗɱ˦ŗȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

࢑



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣘ ¥ʯȭƨɼǶƉŗț �țǖɄɼǶʚǫȭʌ

�ȳŗț˦˲ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ˝Ƕʚǫ ɼŗȳƕɄȭ ƕŗʚŗࣖ

࣢ óǶȭɱțƨ˥ ࣷ$Ʉɼǖ˝ŗɼƕʚࣗ ࣗ࢑࢕࢙ࡹ óȭŗțƨࣗ ࣗࢁ࢕࢙ࡹ óɱǶƨțȭŗȳ
ŗȳƕ ÿƨȳǖࣗ ࣗࢅࡱࡱࡽ Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳࣗ ࣹ࢙ࡱࡱࡽ ƨʚƉࣖ

࣢ ,Ʉȳȍʯǖŗʚƨ eɼŗƕǶƨȳʚ ࣷ6ƨǶǒʚ ŗȳƕ ÿɼɄǖƕɄȳࣗ ࣗ࢑ࡹࡱࡽ
âŗɸʯƨʚʚƨ ŗȳƕ ÿɼɄǖƕɄȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

࣢ �ƉƉƨțƨɼŗʚǶɄȳ ࣷâƨƕɼƨǖɄʌŗ ŗȳƕ óƉǶƨʯɼࣗ ࣗࡱࡽࡱࡽ
�ŗƉɄʚʚƨ ŗȳƕ âǶțŗȳƉǶࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ÿɄɱǶƉ ɄǑ âŗɼʚ ࢁ ɄǑ ʚǫǶʌ ʚʯʚɄɼǶŗț

࢕



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣘ ¥ʯȭƨɼǶƉŗț �țǖɄɼǶʚǫȭʌ

�ȳŗț˦˲ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ˝Ƕʚǫ ɼŗȳƕɄȭ ƕŗʚŗࣖ

࣢ óǶȭɱțƨ˥ ࣷ$Ʉɼǖ˝ŗɼƕʚࣗ ࣗ࢑࢕࢙ࡹ óȭŗțƨࣗ ࣗࢁ࢕࢙ࡹ óɱǶƨțȭŗȳ
ŗȳƕ ÿƨȳǖࣗ ࣗࢅࡱࡱࡽ Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳࣗ ࣹ࢙ࡱࡱࡽ ƨʚƉࣖ

࣢ ,Ʉȳȍʯǖŗʚƨ eɼŗƕǶƨȳʚ ࣷ6ƨǶǒʚ ŗȳƕ ÿɼɄǖƕɄȳࣗ ࣗ࢑ࡹࡱࡽ
âŗɸʯƨʚʚƨ ŗȳƕ ÿɼɄǖƕɄȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

࣢ �ƉƉƨțƨɼŗʚǶɄȳ ࣷâƨƕɼƨǖɄʌŗ ŗȳƕ óƉǶƨʯɼࣗ ࣗࡱࡽࡱࡽ
�ŗƉɄʚʚƨ ŗȳƕ âǶțŗȳƉǶࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ÿɄɱǶƉ ɄǑ âŗɼʚ ࢁ ɄǑ ʚǫǶʌ ʚʯʚɄɼǶŗț

࢕



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣘ eƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ

�ʌ ŗ ȭɄƕƨț ǑɄɼ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ࣷpŗʌʚǶƨ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࢙ࣗࡹࡱࡽ
¡ƨǶ ŗȳƕ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣗ ࢙ࣗࡹࡱࡽ �ƕțŗȭ ŗȳƕ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣗ ࣗࡱࡽࡱࡽ
�ǶŗɄ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ɖŗȳ ſƨ ʯʌƨƕ ʚɄ ȭɄƕƨț ʚǫƨ ƕɄʯſțƨ
ƕƨʌƉƨȳʚ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ Ɖʯɼ˙ƨࣖ óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ¡ƨǶ ŗȳƕ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣗ
ࣹ࢙ࡹࡱࡽ òǣƣ ǐƣȩƣɮŗȑǮˢŗʋǮȹȩ ƣɮɮȹɮ ȹǋ ɮŗȩƐȹȣ ǋƣŗʋʠɮƣɾ ɮƣǐɮƣɾɾǮȹȩࣘ

×ɮƣƅǮɾƣ ŗɾ˖ȣɤʋȹʋǮƅɾ ŗȩƐ ƐȹʠŻȑƣ Ɛƣɾƅƣȩʋ ƅʠɮˉƣ

âŗɼʚ ࢅ ɄǑ ʚǫǶʌ ʚʯʚɄɼǶŗț

࢙



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ƕȳ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖࣘ eƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ

�ʌ ŗ ȭɄƕƨț ǑɄɼ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ࣷpŗʌʚǶƨ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࢙ࣗࡹࡱࡽ
¡ƨǶ ŗȳƕ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣗ ࢙ࣗࡹࡱࡽ �ƕțŗȭ ŗȳƕ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣗ ࣗࡱࡽࡱࡽ
�ǶŗɄ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶƉƨʌ Ɖŗȳ ſƨ ʯʌƨƕ ʚɄ ȭɄƕƨț ʚǫƨ ƕɄʯſțƨ
ƕƨʌƉƨȳʚ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ Ɖʯɼ˙ƨࣖ óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ¡ƨǶ ŗȳƕ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣗ
ࣹ࢙ࡹࡱࡽ òǣƣ ǐƣȩƣɮŗȑǮˢŗʋǮȹȩ ƣɮɮȹɮ ȹǋ ɮŗȩƐȹȣ ǋƣŗʋʠɮƣɾ ɮƣǐɮƣɾɾǮȹȩࣘ

×ɮƣƅǮɾƣ ŗɾ˖ȣɤʋȹʋǮƅɾ ŗȩƐ ƐȹʠŻȑƣ Ɛƣɾƅƣȩʋ ƅʠɮˉƣ

âŗɼʚ ࢅ ɄǑ ʚǫǶʌ ʚʯʚɄɼǶŗț ࢙



$ʯǶțƕǶȳǖ $țɄƉȕʌ

,țŗʌʌǶƉŗț éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥
Eȳʌƨȭſțƨʌ



eŗʯʌʌǶŗȳ ¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Eȳʌƨȭſțƨ ࣯e¶Eࣱ

¡ɄʚǶ˙ŗʚǶɄȳࣘ ¡Ʉƕƨț pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ
ǫƨŗ˙˦ ȳʯƉțƨǶ

Ď࢕ࢁࡽ

࣢ éɄʚŗʚǶɄȳŗț Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ
ǑɄɼ ŗȳ˦ ̇˥ƨƕ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ȭŗʚɼǶ˥ ­ࣗ

� țŗ˝
= ­ò�­ .

࣢ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗʚɼǶ˥ࣖ

࣢ yȳƕƨɱƨȳƕƨȳƉƨ
EȳʚɼǶƨʌ �Ǯȃ, Ǯ ≤ ȃ ŗɼƨ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ

ࡱࡹ



eŗʯʌʌǶŗȳ ¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Eȳʌƨȭſțƨ ࣯e¶Eࣱ

¡ɄʚǶ˙ŗʚǶɄȳࣘ ¡Ʉƕƨț pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ
ǫƨŗ˙˦ ȳʯƉțƨǶ

Ď࢕ࢁࡽ

࣢ éɄʚŗʚǶɄȳŗț Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ
ǑɄɼ ŗȳ˦ ̇˥ƨƕ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ȭŗʚɼǶ˥ ­ࣗ

� țŗ˝
= ­ò�­ .

࣢ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗʚɼǶ˥ࣖ

࣢ yȳƕƨɱƨȳƕƨȳƉƨ
EȳʚɼǶƨʌ �Ǯȃ, Ǯ ≤ ȃ ŗɼƨ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ

ࡱࡹ



eŗʯʌʌǶŗȳ ¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Eȳʌƨȭſțƨ ࣯e¶Eࣱ

¡ɄʚǶ˙ŗʚǶɄȳࣘ ¡Ʉƕƨț pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ
ǫƨŗ˙˦ ȳʯƉțƨǶ

Ď࢕ࢁࡽ

࣢ éɄʚŗʚǶɄȳŗț Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ
ǑɄɼ ŗȳ˦ ̇˥ƨƕ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ȭŗʚɼǶ˥ ­ࣗ

� țŗ˝
= ­ò�­ .

࣢ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗʚɼǶ˥ࣖ

࣢ yȳƕƨɱƨȳƕƨȳƉƨ
EȳʚɼǶƨʌ �Ǯȃ, Ǯ ≤ ȃ ŗɼƨ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ

ࡱࡹ



eŗʯʌʌǶŗȳ ¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Eȳʌƨȭſțƨ ࣯e¶Eࣱ

¡ɄʚǶ˙ŗʚǶɄȳࣘ ¡Ʉƕƨț pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ
ǫƨŗ˙˦ ȳʯƉțƨǶ

Ď࢕ࢁࡽ

࣢ éɄʚŗʚǶɄȳŗț Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ
ǑɄɼ ŗȳ˦ ̇˥ƨƕ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ȭŗʚɼǶ˥ ­ࣗ

� țŗ˝
= ­ò�­ .

࣢ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗʚɼǶ˥ࣖ

࣢ yȳƕƨɱƨȳƕƨȳƉƨ
EȳʚɼǶƨʌ �Ǯȃ, Ǯ ≤ ȃ ŗɼƨ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ

ࡱࡹ



eŗʯʌʌǶŗȳ ¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Eȳʌƨȭſțƨ ࣯e¶Eࣱ

࣢ ɼƨŗț ȩ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥

࣢ N ,ࡱ) (ࡹ ŗſɄ˙ƨ ƕǶŗǖɄȳŗț
࣢ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ
࣢ N ,ࡱ) (ࡽ ƕǶŗǖɄȳŗț

√ࡹ
ȩ





ŗࡹࡹ ŗࡽࡹ ŗࢁࡹ ŗࢁࡹ ŗࢅࡹ · · ·
ŗࡹࡽ ŗࡽࡽ ŗࢁࡽ ŗࢅࡽ ŗࢉࡽ · · ·
ŗࢁࡹ ŗࡽࢁ ŗࢁࢁ ŗࢅࢁ ŗࢉࢁ · · ·
ŗࡹࢅ ŗࡽࢅ ŗࢁࢅ ŗࢅࢅ ŗࢉࢅ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·





ࡹࡹ



eŗʯʌʌǶŗȳ ¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Eȳʌƨȭſțƨ ࣯e¶Eࣱ

࣢ ɼƨŗț ȩ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥
࣢ N ,ࡱ) (ࡹ ŗſɄ˙ƨ ƕǶŗǖɄȳŗț

࣢ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ
࣢ N ,ࡱ) (ࡽ ƕǶŗǖɄȳŗț

√ࡹ
ȩ





ŗࡹࡹ ŗࡽࡹ ŗࢁࡹ ŗࢁࡹ ŗࢅࡹ · · ·
ŗࡹࡽ ŗࡽࡽ ŗࢁࡽ ŗࢅࡽ ŗࢉࡽ · · ·
ŗࢁࡹ ŗࡽࢁ ŗࢁࢁ ŗࢅࢁ ŗࢉࢁ · · ·
ŗࡹࢅ ŗࡽࢅ ŗࢁࢅ ŗࢅࢅ ŗࢉࢅ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·





ࡹࡹ



eŗʯʌʌǶŗȳ ¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Eȳʌƨȭſțƨ ࣯e¶Eࣱ

࣢ ɼƨŗț ȩ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥
࣢ N ,ࡱ) (ࡹ ŗſɄ˙ƨ ƕǶŗǖɄȳŗț
࣢ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ

࣢ N ,ࡱ) (ࡽ ƕǶŗǖɄȳŗț

√ࡹ
ȩ





ŗࡹࡹ ŗࡽࡹ ŗࢁࡹ ŗࢁࡹ ŗࢅࡹ · · ·
ŗࡽࡹ ŗࡽࡽ ŗࢁࡽ ŗࢅࡽ ŗࢉࡽ · · ·
ŗࢁࡹ ŗࢁࡽ ŗࢁࢁ ŗࢅࢁ ŗࢉࢁ · · ·
ŗࢅࡹ ŗࢅࡽ ŗࢅࢁ ŗࢅࢅ ŗࢉࢅ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·





ࡹࡹ



eŗʯʌʌǶŗȳ ¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Eȳʌƨȭſțƨ ࣯e¶Eࣱ

࣢ ɼƨŗț ȩ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥
࣢ N ,ࡱ) (ࡹ ŗſɄ˙ƨ ƕǶŗǖɄȳŗț
࣢ ó˦ȭȭƨʚɼǶƉ
࣢ N ,ࡱ) (ࡽ ƕǶŗǖɄȳŗț

√ࡹ
ȩ





ŗࡹࡹ ŗࡽࡹ ŗࢁࡹ ŗࢁࡹ ŗࢅࡹ · · ·
ŗࡽࡹ ŗࡽࡽ ŗࢁࡽ ŗࢅࡽ ŗࢉࡽ · · ·
ŗࢁࡹ ŗࢁࡽ ŗࢁࢁ ŗࢅࢁ ŗࢉࢁ · · ·
ŗࢅࡹ ŗࢅࡽ ŗࢅࢁ ŗࢅࢅ ŗࢉࢅ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·





ࡹࡹ



EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ e¶E

â˦ʚǫɄȳ ɱʌƨʯƕɄƉɄƕƨ
KORQTV PWOR[ CU PR
KORQTV OCVRNQVNKD�R[RNQV CU RNV

# � PR�TCPFQO�TCPFP
P� P�
)1' � 
#
#�6��PR�USTV
��P�

GKI � PR�NKPCNI�GKIXCNU
)1'�
RNV�JKUV
GKI�

ࡽࡹ



EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ e¶E

â˦ʚǫɄȳ ɱʌƨʯƕɄƉɄƕƨ
KORQTV PWOR[ CU PR
KORQTV OCVRNQVNKD�R[RNQV CU RNV

# � PR�TCPFQO�TCPFP
P� P�
)1' � 
#
#�6��PR�USTV
��P�

GKI � PR�NKPCNI�GKIXCNU
)1'�
RNV�JKUV
GKI�

ࡽࡹ



EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ e¶E

â˦ʚǫɄȳ ɱʌƨʯƕɄƉɄƕƨ
KORQTV PWOR[ CU PR
KORQTV OCVRNQVNKD�R[RNQV CU RNV

# � PR�TCPFQO�TCPFP
P� P�
)1' � 
#
#�6��PR�USTV
��P�

GKI � PR�NKPCNI�GKIXCNU
)1'�
RNV�JKUV
GKI�

ࡽࡹ



EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ e¶E

â˦ʚǫɄȳ ɱʌƨʯƕɄƉɄƕƨ
KORQTV PWOR[ CU PR
KORQTV OCVRNQVNKD�R[RNQV CU RNV

# � PR�TCPFQO�TCPFP
P� P�
)1' � 
#
#�6��PR�USTV
��P�

GKI � PR�NKPCNI�GKIXCNU
)1'�
RNV�JKUV
GKI�

ࡽࡹ



EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ e¶E

â˦ʚǫɄȳ ɱʌƨʯƕɄƉɄƕƨ
KORQTV PWOR[ CU PR
KORQTV OCVRNQVNKD�R[RNQV CU RNV

# � PR�TCPFQO�TCPFP
P� P�
)1' � 
#
#�6��PR�USTV
��P�

GKI � PR�NKPCNI�GKIXCNU
)1'�
RNV�JKUV
GKI�

ࡽࡹ



EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ e¶E

â˦ʚǫɄȳ ɱʌƨʯƕɄƉɄƕƨ
KORQTV PWOR[ CU PR
KORQTV OCVRNQVNKD�R[RNQV CU RNV

# � PR�TCPFQO�TCPFP
P� P�
)1' � 
#
#�6��PR�USTV
��P�

GKI � PR�NKPCNI�GKIXCNU
)1'�
RNV�JKUV
GKI�

ࡽࡹ



EȭɱǶɼǶƉŗț óɱƨƉʚɼŗț 6ǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ࣯Eó6ࣱ

Eó6 ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ �ȩ ঋ ɱࣖƕࣖǑࣖ ɄǑ ŗȳ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ ƉǫɄʌƨȳ ʯȳǶǑɄɼȭț˦ ŗʚ ɼŗȳƕɄȭ

µEó6 = µȩ
ƕƨǑ
=

ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
δλǮ(�ȩ).

ࢁࡹ



İǶǖȳƨɼ óƨȭǶƉǶɼƉțƨ �ŗ˝

µEó6 ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌ ŗʌ ȩ→ ∞ ʚɄ ʚǫƨ ʌƨȭǶƉǶɼƉʯțŗɼ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳࣗ

µó,(˕) ƕƨǑ=
ࡹ
πࡽ

√
−ࢅ) +(ࡽ˕ /˕ .

ÿɄ ȕȳɄ˝ ȭɄɼƨࣘ ࣷÿŗɄࣗ ࣗࡽࡹࡱࡽ $ŗǶ ŗȳƕ óǶț˙ƨɼʌʚƨǶȳࣗ ࣹࣖࡱࡹࡱࡽ

ࢅࡹ



İǶʌǫŗɼʚ ƨȳʌƨȭſțƨ

İǶʌǫŗɼʚ
࣢ ĩ ঋ ɼŗȳƕɄȭ (Ɛ× ȩ) ȭŗʚɼǶ˥ ˝Ƕʚǫ ƨȳʚɼǶƨʌ ǶࣖǶࣖƕࣖ N ,ࡱ) (ࡹ
࣢ İǶʌǫŗɼʚ ࣯Ɛ× Ɛࣱ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ Ģ = ĩĩò

ȩ

éƨȭŗɼȕʌ
࣢ Ģ Ƕʌ ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉࣗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ʌƨȭǶࣽƕƨ̇ȳǶʚƨ

࣢ óŗȭƨ ȳɄȳࣽ˲ƨɼɄ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ʚǫŗȳ ࡹ
ȩĩ

òĩ
࣢ ࡹ
ȩĩ

òĩ Ƕʌ pƨʌʌǶŗȳ ɄǑ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ʌɸʯŗɼƨʌ ɱɼɄſțƨȭ ࡹ
−ˍȩ‖ĩࡽ ࡽ‖˖

࣢ âŗɼŗȭƨʚƨɼ ɮ = Ɛ
ȩ

ࢉࡹ



İǶʌǫŗɼʚ ƨȳʌƨȭſțƨ

İǶʌǫŗɼʚ
࣢ ĩ ঋ ɼŗȳƕɄȭ (Ɛ× ȩ) ȭŗʚɼǶ˥ ˝Ƕʚǫ ƨȳʚɼǶƨʌ ǶࣖǶࣖƕࣖ N ,ࡱ) (ࡹ
࣢ İǶʌǫŗɼʚ ࣯Ɛ× Ɛࣱ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ Ģ = ĩĩò

ȩ

éƨȭŗɼȕʌ
࣢ Ģ Ƕʌ ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉࣗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ʌƨȭǶࣽƕƨ̇ȳǶʚƨ
࣢ óŗȭƨ ȳɄȳࣽ˲ƨɼɄ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ʚǫŗȳ ࡹ

ȩĩ
òĩ

࣢ ࡹ
ȩĩ

òĩ Ƕʌ pƨʌʌǶŗȳ ɄǑ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ʌɸʯŗɼƨʌ ɱɼɄſțƨȭ ࡹ
−ˍȩ‖ĩࡽ ࡽ‖˖

࣢ âŗɼŗȭƨʚƨɼ ɮ = Ɛ
ȩ

ࢉࡹ



İǶʌǫŗɼʚ ƨȳʌƨȭſțƨ

İǶʌǫŗɼʚ
࣢ ĩ ঋ ɼŗȳƕɄȭ (Ɛ× ȩ) ȭŗʚɼǶ˥ ˝Ƕʚǫ ƨȳʚɼǶƨʌ ǶࣖǶࣖƕࣖ N ,ࡱ) (ࡹ
࣢ İǶʌǫŗɼʚ ࣯Ɛ× Ɛࣱ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ Ģ = ĩĩò

ȩ

éƨȭŗɼȕʌ
࣢ Ģ Ƕʌ ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉࣗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ʌƨȭǶࣽƕƨ̇ȳǶʚƨ
࣢ óŗȭƨ ȳɄȳࣽ˲ƨɼɄ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ʚǫŗȳ ࡹ

ȩĩ
òĩ

࣢ ࡹ
ȩĩ

òĩ Ƕʌ pƨʌʌǶŗȳ ɄǑ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ʌɸʯŗɼƨʌ ɱɼɄſțƨȭ ࡹ
−ˍȩ‖ĩࡽ ࡽ‖˖

࣢ âŗɼŗȭƨʚƨɼ ɮ = Ɛ
ȩ

ࢉࡹ



İǶʌǫŗɼʚ ƨȳʌƨȭſțƨ

İǶʌǫŗɼʚ
࣢ ĩ ঋ ɼŗȳƕɄȭ (Ɛ× ȩ) ȭŗʚɼǶ˥ ˝Ƕʚǫ ƨȳʚɼǶƨʌ ǶࣖǶࣖƕࣖ N ,ࡱ) (ࡹ
࣢ İǶʌǫŗɼʚ ࣯Ɛ× Ɛࣱ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ Ģ = ĩĩò

ȩ

éƨȭŗɼȕʌ
࣢ Ģ Ƕʌ ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉࣗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ʌƨȭǶࣽƕƨ̇ȳǶʚƨ
࣢ óŗȭƨ ȳɄȳࣽ˲ƨɼɄ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ʚǫŗȳ ࡹ

ȩĩ
òĩ

࣢ ࡹ
ȩĩ

òĩ Ƕʌ pƨʌʌǶŗȳ ɄǑ ʚǫƨ țƨŗʌʚ ʌɸʯŗɼƨʌ ɱɼɄſțƨȭ ࡹ
−ˍȩ‖ĩࡽ ࡽ‖˖

࣢ âŗɼŗȭƨʚƨɼ ɮ = Ɛ
ȩ

ࢉࡹ



İǶʌǫŗɼʚ ƨȳʌƨȭſțƨ

â˦ʚǫɄȳ ɱʌƨʯƕɄƉɄƕƨ
KORQTV PWOR[ CU PR
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GKI � PR�NKPCNI�GKIXCNU
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RNV�JKUV
GKI�
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࣢ ĩǮȃ ∼ éŗƕƨȭŗƉǫƨɼ Pr(ĩǮȃ = (ࡹ− = Pr(ĩǮȃ = (ࡹ = ࡹ

ࡽ

࢙ࡹ



ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦

ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦
࣢ óʚŗʚǶʌʚǶƉʌ Ʉȳț˦ ȭǶțƕț˦ ƕƨɱƨȳƕ Ʉȳ ʚǫƨ țɄ˝ƨɼ Ʉɼƕƨɼ ȭɄȭƨȳʚʌ ɄǑ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ
ƨȳʚɼǶƨʌ

E˥ŗȭɱțƨࣘ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ࣷ¡ŗɼƌƨȳȕɄ ŗȳƕ âŗʌʚʯɼࣗ ࣹ࢑ࢍ࢙ࡹ
�ƨʚ ĩ ſƨ ŗ Ɛ× ȩ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ˝Ƕʚǫ ǶࣖǶࣖƕࣖ ƨȳʚɼǶƨʌ ʚǫŗʚ ˙ƨɼǶ̇ƨʌ

E[ĩǮȃ] = ࣗࡱ E[ĩࡽǮȃ] = ࣗࡹ E[ĩࢅǮȃ] < ∞

ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ࣘ �ʌ ȩ,Ɛ→ ∞ ˝Ƕʚǫ Ɛ
ȩ → ɮࣗ ʚǫƨ Eó6 ɄǑ Ģ = ĩĩò

ȩ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌ ʚɄ
¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ࣯ɮࣱ

ࡱࡽ



ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦

ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦
࣢ óʚŗʚǶʌʚǶƉʌ Ʉȳț˦ ȭǶțƕț˦ ƕƨɱƨȳƕ Ʉȳ ʚǫƨ țɄ˝ƨɼ Ʉɼƕƨɼ ȭɄȭƨȳʚʌ ɄǑ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ
ƨȳʚɼǶƨʌ

E˥ŗȭɱțƨࣘ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ࣷ¡ŗɼƌƨȳȕɄ ŗȳƕ âŗʌʚʯɼࣗ ࣹ࢑ࢍ࢙ࡹ
�ƨʚ ĩ ſƨ ŗ Ɛ× ȩ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ˝Ƕʚǫ ǶࣖǶࣖƕࣖ ƨȳʚɼǶƨʌ ʚǫŗʚ ˙ƨɼǶ̇ƨʌ

E[ĩǮȃ] = ࣗࡱ E[ĩࡽǮȃ] = ࣗࡹ E[ĩࢅǮȃ] < ∞

ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ࣘ �ʌ ȩ,Ɛ→ ∞ ˝Ƕʚǫ Ɛ
ȩ → ɮࣗ ʚǫƨ Eó6 ɄǑ Ģ = ĩĩò

ȩ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌ ʚɄ
¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ࣯ɮࣱ

ࡱࡽ



¡ŗ˦ Ʉʚǫƨɼʌ ࣖࣖࣖ

¶ʚǫƨɼ ȭŗʚɼǶ˥ ƨȳʌƨȭſțƨʌ
࣢ eǶȳǶſɼƨࣖ �ƨʚ aȩ ſƨ ȩ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥ ɄǑ ǶࣖǶࣖƕࣖ ,ࡱ)� ࣗ(ࡹ ࣯ſǶțǶȳƨŗɼ ǖŗȭƨʌ ࣷ6ɄȭǶȳǖɄࣽEȳɼǶƉǫ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣱࣹࡱࡽࡱࡽ

࣯,ǶɼƉțƨ țŗ˝ࣱ Eó6 ɄǑ aȩ/
√
ȩ→ ĎȳǶǑ(ƕǶʌȕ) .

࣢ ĎȳǶǑɄɼȭ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦ ȭƨŗʌʯɼƨ Ʉȳ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ Ğ ∼ ĎȳǶǑ(­(ȩ))ࣗ

Eó6 ɄǑ Ğ→ ĎȳǶǑ(Sࡹ) .

ࡹࡽ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ Ƕ

éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ

$ƨȳ �ƕțŗȭ ŗȳƕ �ƨ˽ɼƨ˦ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣖ ÿǫƨ ȳƨʯɼŗț ʚŗȳǖƨȳʚ ȕƨɼȳƨț Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌࣘ ÿɼǶɱțƨ ƕƨʌƉƨȳʚ ŗȳƕ ŗ ȭʯțʚǶࣽʌƉŗțƨ ʚǫƨɄɼ˦ ɄǑ
ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳࣖ yȳ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ �ƣŗɮȩǮȩǐࣖ â¡�éࣗ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé�
JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

6ŗȳǶƨț � �ȭǶʚࣗ pŗȳɄƉǫ eʯʚǑɼƨʯȳƕࣗ ŗȳƕ pŗǶȭ óɄȭɱɄțǶȳʌȕ ࣖ˦ óɱǶȳࣽǖțŗʌʌ ȭɄƕƨțʌ ɄǑ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌࣖ ×ǣ˖ɾǮƅŗȑ ÞƣˉǮƣˍ �ࣗ ࣖࢉ࢕࢙ࡹ Ďé�
JVVRU���FQK�QTI���������2J[U4GX#��������ࣖ

ńࣖ $ŗǶ ŗȳƕ �ࣖ óǶț˙ƨɼʌʚƨǶȳࣖ çɤƣƅʋɮŗȑ ŗȩŗȑ˖ɾǮɾ ȹǋ ȑŗɮǐƣ ƐǮȣƣȩɾǮȹȩŗȑ ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮƅƣɾࣗ ˙Ʉțʯȭƨ ࣖࡱࡽ óɱɼǶȳǖƨɼࣗ ࣖࡱࡹࡱࡽ
¡ŗɼƉɄ $ŗǶʚ˦ࣽ�ƨʌǶࣗ �ƨ˙ƨȳʚ óŗǖʯȳࣗ ¡ŗɼǶɄ eƨǶǖƨɼࣗ óʚƨǑŗȳɄ óɱǶǖțƨɼࣗ eƩɼŗɼƕ $ƨȳ �ɼɄʯʌࣗ ,ǫǶŗɼŗ ,ŗȭȭŗɼɄʚŗࣗ ĸŗȳȳ �ƨ,ʯȳࣗ ¡ŗʚʚǫǶƨʯ İ˦ŗɼʚࣗ

ŗȳƕ eǶʯțǶɄ $ǶɼɄțǶࣖ ,ɄȭɱŗɼǶȳǖ ƕ˦ȳŗȭǶƉʌࣘ 6ƨƨɱ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ ˙ƨɼʌʯʌ ǖțŗʌʌ˦ ʌ˦ʌʚƨȭʌࣖ yȳ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ
�ƣŗɮȩǮȩǐࣖ â¡�éࣗ ࣖ࢕ࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

¥ǶƉǫɄțŗʌ â $ŗʌȕƨɼ˙Ƕțțƨࣗ 6ǶƨǖɄ eɼŗȳ˲ǶɄțࣗ ŗȳƕ �Ʉȳŗʚǫŗȳ â �ƨŗʚǶȳǖࣖ �ɱɱțǶƉŗſǶțǶʚ˦ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ʚǫƨɄɼ˦ Ƕȳ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖࣖ ŗɮĩǮˉ
ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡱࡵࡸࡷࡱࣖࡳࡱࡲࡳ ࣖࡹࡽࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

� p $Ʉɼǖ˝ŗɼƕʚࣖ òǣƣ ɾǮȣɤȑƣ˕ ȣƣʋǣȹƐࣘ � ɤɮȹŻŗŻǮȑǮɾʋǮƅ ŗȩŗȑ˖ɾǮɾࣖ óɱɼǶȳǖƨɼँĬƨɼțŗǖࣗ $ƨɼțǶȳࣗ pƨǶƕƨțſƨɼǖࣗ ࣖ࢑࢕࢙ࡹ Ďé�
JVVRU���YYY�URTKPIGT�EQO�IR�DQQM��������������ࣖ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ǶǶ

�ƨŗȳࣽâǫǶțǶɱɱƨ $ɄʯƉǫŗʯƕ ŗȳƕ ¡ŗɼƉ âɄʚʚƨɼʌࣖ bǶȳŗȳƉǶŗț ŗɱɱțǶƉŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ʚǫƨɄɼ˦ࣘ ŗ ʌǫɄɼʚ ɼƨ˙Ƕƨ˝ࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ
ŗɮĩǮˉࣘࣗࡶࡱࡳࣖࡲࡱࡲࡺࡱ ࢙ࣖࡱࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH����������ࣖ

�ȳȳŗ ,ǫɄɼɄȭŗȳʌȕŗࣗ ¡Ƕȕŗƨț pƨȳŗ ࣗ˽ ¡ǶƉǫŗƨț ¡ŗʚǫǶƨʯࣗ eƩɼŗɼƕ $ƨȳ �ɼɄʯʌࣗ ŗȳƕ ĸŗȳȳ �ƨ,ʯȳࣖ ÿǫƨ țɄʌʌ ʌʯɼǑŗƉƨʌ ɄǑ ȭʯțʚǶțŗ˦ƨɼ
ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌࣖ yȳ �ɮʋǮ̃ƅǮŗȑ ǮȩʋƣȑȑǮǐƣȩƅƣ ŗȩƐ ɾʋŗʋǮɾʋǮƅɾࣖ â¡�éࣗ ࣖࢉࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH�����������RFHࣖ

ĸŗȳȳ 6ŗʯɱǫǶȳࣗ éŗ˲˙ŗȳ âŗʌƉŗȳʯࣗ ,ŗǖțŗɼ eʯțƉƨǫɼƨࣗ �˦ʯȳǖǫ˦ʯȳ ,ǫɄࣗ óʯɼ˦ŗ eŗȳǖʯțǶࣗ ŗȳƕ ĸɄʌǫʯŗ $ƨȳǖǶɄࣖ yƕƨȳʚǶǑ˦Ƕȳǖ ŗȳƕ ŗʚʚŗƉȕǶȳǖ
ʚǫƨ ʌŗƕƕțƨ ɱɄǶȳʚ ɱɼɄſțƨȭ Ƕȳ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ȳɄȳࣽƉɄȳ˙ƨ˥ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡳࡸࡶࡳࣖࡷࡱࡵࡲ ࣖࢅࡹࡱࡽ Ďé�
JVVRU���CTZKX�QTI�RFH�����������RFHࣖ

â 6ƨǶǒʚ ŗȳƕ ÿ ÿɼɄǖƕɄȳࣖ ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ ǑɄɼ EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ �țǖɄɼǶʚǫȭʌ Ʉȳ óŗȭɱțƨ ,Ʉ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ¡ŗʚɼǶƉƨʌࣖ çt�� �ȹʠɮȩŗȑ ȹȩ �ʠȣƣɮǮƅŗȑ
�ȩŗȑ˖ɾǮɾࣗ ࣖ࢑ࡹࡱࡽ Ďé� JVVR���CTZKX�QTI�CDU�����������ࣖ

,ŗɼțƨʌ 6ɄȭǶȳǖɄࣽEȳɼǶƉǫࣗ bŗſǶŗȳ âƨƕɼƨǖɄʌŗࣗ ŗȳƕ 6ŗȭǶƨȳ óƉǶƨʯɼࣖ �˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ ŗƉƉƨțƨɼŗʚǶɄȳ ǑɄɼ ſǶțǶȳƨŗɼ ǖŗȭƨʌ ŗȳƕ ȳɄɼȭŗț
ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡷࡸࡱࡳࡱࣖࡱࡲࡱࡳ ࣖࡱࡽࡱࡽ

ĬǶȕʚɄɼ 6ɄʚʌƨȳȕɄࣖ �ȩ ǮȩʋɮȹƐʠƅʋǮȹȩ ʋȹ ʋǣƣ ʋǣƣȹɮ˖ ȹǋ ɾɤǮȩ ǐȑŗɾɾƣɾ ŗȩƐ ȩƣʠɮŗȑ ȩƣʋˍȹɮȋɾࣖ İɄɼțƕ óƉǶƨȳʚǶ̇Ɖࣗ ࣖࢉ࢙࢙ࡹ Ďé�
JVVRU���FQK�QTI�������������ࣖ

âŗʯț EɼƕɄʌ ŗȳƕ �țǑɼƩƕ éƩȳ˦Ƕࣖ ¶ȳ ʚǫƨ ƨ˙ɄțʯʚǶɄȳ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ ǖɼŗɱǫʌࣖ ×ʠŻȑࣖ �ŗʋǣࣖ tȩɾʋࣖ lʠȩǐࣖ �ƅŗƐࣖ çƅǮࣗ ࣖࡱࢍ࢙ࡹ Ďé�
JVVR���EKVGUGGTZ�KUV�RUW�GFW�XKGYFQE�FQYPNQCF!FQK����������������TGR�TGR��V[RG�RFHࣖ

EțǶ˲ŗſƨʚǫ eŗɼƕȳƨɼ ŗȳƕ $ƨɼȳŗɼƕ 6ƨɼɼǶƕŗࣖ ¶ɱʚǶȭŗț ʌʚɄɼŗǖƨ ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌ ɄǑ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕ ȭɄƕƨțʌࣖ �ȹʠɮȩŗȑ ȹǋ ×ǣ˖ɾǮƅɾ �ࣘ
�ŗʋǣƣȣŗʋǮƅŗȑ ŗȩƐ ǐƣȩƣɮŗȑࣗ ࣖ࢕࢕࢙ࡹ Ďé� JVVR���YYY�RJ[U�GPU�HT�`FGTTKFC�2#2+'45������QRVKOCN�UVQTCIG�RFHࣖ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ǶǶǶ

$ƨǫɼɄɄ˲ eǫɄɼſŗȳǶࣗ óǫŗȳȕŗɼ �ɼǶʌǫȳŗȳࣗ ŗȳƕ ĸǶȳǖ ķǶŗɄࣖ �ȳ Ƕȳ˙ƨʌʚǶǖŗʚǶɄȳ ǶȳʚɄ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ ˙Ƕŗ ǫƨʌʌǶŗȳ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ
ƕƨȳʌǶʚ ࣖ˦ yȳ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ �ƣŗɮȩǮȩǐࣖ â¡�éࣗ ࢙ࣖࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

ÿɼƨ˙Ʉɼ pŗʌʚǶƨࣗ �ȳƕɼƨŗ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣗ óŗǫŗɼɄȳ éɄʌʌƨʚࣗ ŗȳƕ é˦ŗȳ � ÿǶſʌǫǶɼŗȳǶࣖ óʯɼɱɼǶʌƨʌ Ƕȳ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ɼǶƕǖƨțƨʌʌ țƨŗʌʚ ʌɸʯŗɼƨʌ
ǶȳʚƨɼɱɄțŗʚǶɄȳࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡱࡷࡶࡹࡱࣖࡴࡱࡺࡲ ࢙ࣖࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

� �ƨŗʚǶȳǖࣖ ÿǫƨ éǶƨȭŗȳȳ ˲ƨʚŗࣽǑʯȳƉʚǶɄȳ ŗȳƕ ɸʯŗȳʚʯȭ ƉǫŗɄțɄǖ ࣖ˦ yȳ Üʠŗȩʋʠȣ ƅǣŗȹɾࣖ Ețʌƨ˙Ƕƨɼࣗ ࣖࢁ࢙࢙ࡹ Ďé�
JVVRU���CTZKX�QTI�RFH�����������RFHࣖ

�Ʉȳŗʚǫŗȳ �ŗƉɄʚʚƨ ŗȳƕ ¡ƨɼʚ âǶțŗȳƉǶࣖ ¶ɱʚǶȭŗț ɼŗȳƕɄȭǶ˲ƨƕ ̇ɼʌʚࣽɄɼƕƨɼ ȭƨʚǫɄƕʌ ǑɄɼ țƨŗʌʚࣽʌɸʯŗɼƨʌ ɱɼɄſțƨȭʌࣖ yȳ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ
*ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ �ƣŗɮȩǮȩǐࣖ â¡�éࣗ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

ń �ǶŗɄ ŗȳƕ ¡ İ ¡ŗǫɄȳƨ ࣖ˦ pƨʌʌǶŗȳ EǶǖƨȳʌɱƨƉʚɼŗ ɄǑ ¡Ʉɼƨ éƨŗțǶʌʚǶƉ ¥ɄȳțǶȳƨŗɼ ¡Ʉƕƨțʌࣖ ȭŗɼ ࣖࡹࡽࡱࡽ Ďé�
JVVR���CTZKX�QTI�CDU�����������ࣖ

ńǫƨȳ˦ʯ �ǶŗɄࣗ éɄȭŗǶȳ ,ɄʯǶțțƨʚࣗ ŗȳƕ ¡ǶƉǫŗƨț İ ¡ŗǫɄȳƨ ࣖ˦ � ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ ǑɄʯɼǶƨɼ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣘ ſƨ˦Ʉȳƕ ʚǫƨ
ǖŗʯʌʌǶŗȳ ȕƨɼȳƨțࣗ ŗ ɱɼƨƉǶʌƨ ɱǫŗʌƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳࣗ ŗȳƕ ʚǫƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡴࡲࡱࡶࡱࣖࡷࡱࡱࡳ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé�
JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

ĬțŗƕǶȭǶɼ � ¡ŗɼƌƨȳȕɄ ŗȳƕ �ƨɄȳǶƕ �ȳƕɼƨƨ˙ǶƉǫ âŗʌʚʯɼࣖ 6ǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ɄǑ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ʌƨʚʌ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅɾ
ȹǋ ʋǣƣ āççÞࣽçŻȹɮȩǮȋࣗ ࣖ࢑ࢍ࢙ࡹ Ďé�
JVVRU���KQRUEKGPEG�KQR�QTI�CTVKENG���������5/����X���P��#$'*�������OGVCࣖ

óɄȳǖ ¡ƨǶ ŗȳƕ �ȳƕɼƨŗ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣖ ÿǫƨ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ƨɼɼɄɼ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ âɼƨƉǶʌƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌ ŗȳƕ ƕɄʯſțƨ
ƕƨʌƉƨȳʚ Ɖʯɼ˙ƨࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡶࡶࡴࡶࡱࣖࡹࡱࡺࡲ ࢙ࣖࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ Ƕ˙

pʯǖǫ � ¡ɄȳʚǖɄȭƨɼ ࣖ˦ ÿǫƨ ɱŗǶɼ ƉɄɼɼƨțŗʚǶɄȳ ɄǑ ˲ƨɼɄʌ ɄǑ ʚǫƨ ˲ƨʚŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣖ yȳ ×ɮȹƅࣖ ç˖ȣɤࣖ ×ʠɮƣ �ŗʋǣࣗ ࣖࢁ࢑࢙ࡹ Ďé�
JVVR���YYY�RGTUQPCN�WOKEJ�GFW�`JNO�RCKTEQT��RFHࣖ

�ȳƕɼƨ˝ ¡ ¶ƕț˦˲ȕɄࣖ ¶ȳ ʚǫƨ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ɄǑ ʌɱŗƉǶȳǖʌ ſƨʚ˝ƨƨȳ ˲ƨɼɄʌ ɄǑ ʚǫƨ ˲ƨʚŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣖ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅɾ ȹǋ *ȹȣɤʠʋŗʋǮȹȩࣗ ࣖ࢑࢕࢙ࡹ Ďé�
JVVRU���FQK�QTI���������5������������������������ࣖ

Ĭŗɼƕŗȳ âŗɱ˦ŗȳࣖ ÿɼŗƉƨʌ ɄǑ ƉțŗʌʌࣩƉɼɄʌʌࣽƉțŗʌʌ ʌʚɼʯƉʚʯɼƨ ɱƨɼ˙ŗƕƨ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖ ʌɱƨƉʚɼŗࣖ �ȹʠɮȩŗȑ ȹǋ �ŗƅǣǮȩƣ �ƣŗɮȩǮȩǐ Þƣɾƣŗɮƅǣࣗ
ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé� JVVR���LONT�QTI�RCRGTU�X����������JVONࣖ

EțțǶɄʚ âŗɸʯƨʚʚƨ ŗȳƕ ÿǫɄȭŗʌ ÿɼɄǖƕɄȳࣖ ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ ǑɄɼ ʚǫƨ ƉɄȳȍʯǖŗʚƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ŗȳƕ ȭǶȳɼƨʌ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ Ʉȳ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ
ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡱࡵࡷࡱࡱࣖࡸࡱࡱࡳ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

bŗſǶŗȳ âƨƕɼƨǖɄʌŗ ŗȳƕ 6ŗȭǶƨȳ óƉǶƨʯɼࣖ �ƉƉƨțƨɼŗʚǶɄȳ ʚǫɼɄʯǖǫ ʌɱƨƉʚɼŗț ƕƨȳʌǶʚ˦ ƨʌʚǶȭŗʚǶɄȳࣖ yȳ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ
�ƣŗɮȩǮȩǐࣖ â¡�éࣗ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

¥Ʉɼſƨɼʚ éɄʌƨȳ˲˝ƨǶǖ ŗȳƕ ,ǫŗɼțƨʌ Eࣖ âɄɼʚƨɼࣖ ऐɼƨɱʯțʌǶɄȳ ɄǑ ƨȳƨɼǖ˦ țƨ˙ƨțʌऐ Ƕȳ ƉɄȭɱțƨ˥ ŗʚɄȭǶƉ ʌɱƨƉʚɼŗࣖ ×ǣ˖ɾࣖ Þƣ ࣖ̄ࣗ ࣖࡱࢍ࢙ࡹ Ďé�
JVVRU���NKPM�CRU�QTI�FQK���������2J[U4GX���������ࣖ

�ƨ˙ƨȳʚ óŗǖʯȳࣗ Ĭ Ďǖʯɼ eʯȳƨ ࣗ˦ eƨɼŗɼƕ $ƨȳ �ɼɄʯʌࣗ ŗȳƕ ĸŗȳȳ �ƨ,ʯȳࣖ E˥ɱțɄɼŗʚǶɄȳʌ Ʉȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț țŗȳƕʌƉŗɱƨʌࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ
ŗɮĩǮˉࣘࣗࡶࡲࡷࡷࣖࡳࡲࡵࡲ ࣖࢅࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH�����������RFHࣖ

ó óȭŗțƨࣖ ¶ȳ ʚǫƨ ŗ˙ƨɼŗǖƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ʌʚƨɱʌ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ɄǑ țǶȳƨŗɼ ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖࣖ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅŗȑ ×ɮȹǐɮŗȣȣǮȩǐࣗ ࣱࣘࢁ࣯࢑ࡽ
ࣗࡽࢍࡽँࡹࢅࡽ ɄƉʚ ࣖࢁ࢕࢙ࡹ yóó¥ ࣖࡱࡹࢍࢉࣽࢉࡽࡱࡱ ƕɄǶࣘ RyXRyydf"6yk8NRNykࣖ Ďé�
JVVR���NKPM�URTKPIGT�EQO���������$(��������ࣖ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ˙

6 � óɱǶƨțȭŗȳ ŗȳƕ óࣽp ÿƨȳǖࣖ óȭɄɄʚǫƨƕ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣖ �ȹʠɮȩŗȑ ȹǋ ʋǣƣ �*�ࣗ ࣗࢁࢍࢅँࢉ࢕ࢁࣱࣘࢁ࣯ࡹࢉ ȭŗ˦ ࣖࢅࡱࡱࡽ yóó¥ ࣖࡹࡹࢅࢉࢅࡱࡱࡱ ƕɄǶࣘ
RyXRR98fNNyjy3XNNyjRyࣖ Ďé� JVVR���FN�CEO�QTI�EKVCVKQP�EHO!KF��������������ࣖ

ÿƨɼƨȳƉƨ ÿŗɄࣖ òȹɤǮƅɾ Ǯȩ ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ ʋǣƣȹɮ˖ࣖ �ȭƨɼǶƉŗȳ ¡ŗʚǫƨȭŗʚǶƉŗț óɄƉࣖࣗ ࣖࡽࡹࡱࡽ
�ȳʚɄȳǶŗ ¡ ÿʯțǶȳɄࣗ óƨɼǖǶɄ Ĭƨɼƕʰࣗ ŗȳƕ óƨɼǖǶɄ Ĭƨɼƕʯࣖ ÞŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ ʋǣƣȹɮ˖ ŗȩƐ ˍǮɮƣȑƣɾɾ ƅȹȣȣʠȩǮƅŗʋǮȹȩɾࣖ ¥Ʉ˝ âʯſțǶʌǫƨɼʌ yȳƉࣗ

ࣖࢅࡱࡱࡽ Ďé� JVVR���FZ�FQK�QTI�������������������ࣖ
é Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳࣖ $ƨ˦Ʉȳƕ pǶɼʌƉǫ ,ɄȳȍƨƉʚʯɼƨࣘ İŗțȕʌ Ʉȳ éŗȳƕɄȭ âɄț˦ʚɄɱƨʌ ŗȳƕ óȭɄɄʚǫƨƕ ,Ʉȭɱțƨ˥Ƕʚ˦ ɄǑ ʚǫƨ óǶȭɱțƨ˥ ¡ƨʚǫɄƕࣖ çt��

�ȹʠɮȩŗȑ ȹȩ *ȹȣɤʠʋǮȩǐࣗ ࢙ࣗࢁ ࢙ࣖࡱࡱࡽ Ďé� JVVR���GRWDU�UKCO�QTI�FQK������������������ࣖ
Eʯǖƨȳƨ İǶǖȳƨɼࣖ ,ǫŗɼŗƉʚƨɼǶʌʚǶƉ ˙ƨƉʚɄɼʌ ɄǑ ſɄɼƕƨɼƨƕ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ˝Ƕʚǫ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌࣖ �ȩȩŗȑɾ ȹǋ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅɾࣗ ࣖࢉࢉ࢙ࡹ Ďé�

JVVRU���FQK�QTI��������������������������A��ࣖ
�Ʉǫȳ İǶʌǫŗɼʚࣖ ÿǫƨ ǖƨȳƨɼŗțǶʌƨƕ ɱɼɄƕʯƉʚ ȭɄȭƨȳʚ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ Ƕȳ ʌŗȭɱțƨʌ ǑɼɄȭ ŗ ȳɄɼȭŗț ȭʯțʚǶ˙ŗɼǶŗʚƨ ɱɄɱʯțŗʚǶɄȳࣖ #ǮȹȣƣʋɮǮȋŗࣗ

ࣖ࢕ࡽ࢙ࡹ Ďé� JVVRU���FQK�QTI����������������ࣖ
ńǫƨ˝ƨǶ ĸŗɄࣗ �ȭǶɼ eǫɄțŗȭǶࣗ �ʯɼʚ �ƨʯʚ˲ƨɼࣗ ŗȳƕ ¡ǶƉǫŗƨț İ ¡ŗǫɄȳƨ ࣖ˦ â˦ǫƨʌʌǶŗȳࣘ ¥ƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ ʚǫɼɄʯǖǫ ʚǫƨ țƨȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ǫƨʌʌǶŗȳࣖ yȳ

ࡱࡳࡱࡳ tBBB tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ #Ǯǐ 3ŗʋŗ ࣯#Ǯǐ 3ŗʋŗࣰࣖ yEEEࣗ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé�
JVVRU���IKVJWD�EQO�COKTIJQNCOK�2[*GUUKCPࣖ



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ˦ ǑɄɼ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖ
yȳʚɼɄƕʯƉʚǶɄȳ ʚɄ éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ˦

bŗſǶŗȳ âƨƕɼƨǖɄʌŗࣗ ,Ʉʯɼʚȳƨ˦ âŗɸʯƨʚʚƨࣗ ÿɄȭ ÿɼɄǖƕɄȳࣗ �ƨ˽ɼƨ˦ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳ

JVVRU���TCPFQO�OCVTKZ�NGCTPKPI�IKVJWD�KQ



ÿŗſțƨ ɄǑ ƉɄȳʚƨȳʚʌ

ࣖࡹ óʚǶƨțʚȍƨʌ ÿɼŗȳʌǑɄɼȭ

ࣖࡽ ÞࣽÿɼŗȳʌǑɄɼȭ

ࡹ



óʚǶƨțʚȍƨʌ ÿɼŗȳʌǑɄɼȭ



�ŗ˕Ǯȣʠȣ ƣȩʋɮȹɤ˖ ɤɮǮȩƅǮɤȑƣ

� ƐǮɾȹɮƐƣɮƣƐ ࣯ɮƣŗȑ ˍȹɮȑƐࣰ ɾ˖ɾʋƣȣ ˍǮȑȑ Żƣ ɮŗȩƐȹȣ Ǯȩ ŗȑȑ ˍŗ˖ɾ ʋǣŗʋ ŗɮƣ
ȩȹʋ ƣ˕ɤȑǮƅǮʋȑ˖ ɤɮƣˉƣȩʋƣƐࣖ

*ȹȩˉƣɮɾƣȑ ̟ࣗ ŗ ȣŗʋɮǮ˕ Ǯɾ ǮȩʋƣɮƣɾʋǮȩǐ ȹȩȑ˖ Ǯȩ ʋǣȹɾƣ ˍŗ˖ɾ Ǯʋ ǋŗǮȑɾ ʋȹ ȑȹȹȋ
ȑǮȋƣ ŗ ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ࣖ

¥Ʉʚƨʌ ɄǑ EțțǶɄʚ âŗɸʯƨʚʚƨ ŗȳƕ ʚǫƨ ʚǫƨʌǶʌࣗ � ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ ǋɮŗȣƣˍȹɮȋ ǋȹɮ ȑŗɮǐƣ
ƐǮȣƣȩɾǮȹȩŗȑ ȣŗƅǣǮȩƣ ȑƣŗɮȩǮȩǐ ŗȩƐ ȩƣʠɮŗȑ ȩƣʋˍȹɮȋɾ ſ˦ ńǫƨȳ˦ʯ �ǶŗɄ

ࡽ



E˥ŗȭɱțƨ ¡¥yóÿ

¡¥yóÿ � ,ࡱࢍ) ×ࡱࡱࡱ ×࢕ࡽ ࣗ(࢕ࡽ ǑɄɼȭ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ ç = ��ò

6Ʉƨʌ ç țɄɄȕ țǶȕƨ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ࣞ

¶ſʌƨɼ˙ŗʚǶɄȳ ࣘࡹ ࡹ ǖǶŗȳʚ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨࣗ � ǫŗʌ ȳɄȳࣽ˲ƨɼɄ ȭƨŗȳ

ࢁ



E˥ŗȭɱțƨ ¡¥yóÿ

¡¥yóÿ � ,ࡱࢍ) ×ࡱࡱࡱ ×࢕ࡽ ࣗ(࢕ࡽ ǑɄɼȭ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ ç = ��ò

6Ʉƨʌ ç țɄɄȕ țǶȕƨ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ࣞ

¶ſʌƨɼ˙ŗʚǶɄȳ ࣘࡹ ࡹ ǖǶŗȳʚ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨࣗ � ǫŗʌ ȳɄȳࣽ˲ƨɼɄ ȭƨŗȳ
ࢁ



E˥ŗȭɱțƨ ¡¥yóÿ

éƨȭɄ˙ƨ țŗɼǖƨ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ

ࢅ



E˥ŗȭɱțƨ ¡¥yóÿ

¶ſʌƨɼ˙ŗʚǶɄȳ ࣘࡽ ÿǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ſʯțȕ ƉɄȭɱɄȳƨȳʚ

࣢ bǶʚ ſʯțȕ ˝Ƕʚǫ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼࣱ࣯ࡹ ʚɄ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕ ʚɄ ɱɄǶȳʚ ȭŗʌʌ
࣢ �ŗɼǖƨ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕ ʚɄ ǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ ɄʯʚțǶƨɼʌ
࣢ ¡ŗ˦ ſƨ ऐǫǶƕƕƨȳऐ ࣯˝ƨŗȕࣱ ɄʯʚțǶƨɼʌ Ƕȳ ʚǫƨ ſʯțȕ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ

ࢉ



¡ƨʚǫɄƕ ࣘࡹ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ
ȣµ(ˢ) =

∫

R

ࡹ
ʋ− ˢ µ(/ʋ)

ˢ ∈ C, $(ˢ) > ,ࡱ µ Ƕʌ Pࣽȭƨŗʌʯɼƨ Ʉȳ R

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óʚǶƨțʚȍƨʌ Ƕȳ˙ƨɼʌǶɄȳࣱ

lim
ε↓ࡱ

ࡹ
π
$ (ȣµ(˕+ Ǯε)) −−−→

ε→ࡱ
µ

E˥ŗȭɱțƨࣘ µ Ƕʌ țŗ˝ ɄǑ ĎȳǶǑ([−ࡹ, ([ࡹ
óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭࣘ

ȣµ(ˢ) =
ࡹ
ࡽ

∫

R

ࡹ
ʋ− ˢ

ࡹ ({|ʋ| ≤ ({ࡹ /ʋ = ࡹ
ࡽ

∫ ࡹ

ࡹ−

/ʋ
ʋ− ˢ

=
ࡹ
ࡽ
log

( −ࡹ ˢ
−ࡹ− ˢ

)

yȳ˙ƨɼʌǶɄȳ lim
ε↓ࡱ

#
π

( ࡹ
ࡽ
log

( −ࡹ ˢ
−ࡹ− ˢ

)) ∣∣
ˢ=˕+Ǯε =






ࡹ
ࡽ , ǶǑ |˕| < ࡹ
,ࡱ ǶǑ |˕| > ࡹ
", |˕| = ࡹ

ࢍ



¡ƨʚǫɄƕ ࣘࡹ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ
ȣµ(ˢ) =

∫

R

ࡹ
ʋ− ˢ µ(/ʋ)

ˢ ∈ C, $(ˢ) > ,ࡱ µ Ƕʌ Pࣽȭƨŗʌʯɼƨ Ʉȳ R

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óʚǶƨțʚȍƨʌ Ƕȳ˙ƨɼʌǶɄȳࣱ

lim
ε↓ࡱ

ࡹ
π
$ (ȣµ(˕+ Ǯε)) −−−→

ε→ࡱ
µ

E˥ŗȭɱțƨࣘ µ Ƕʌ țŗ˝ ɄǑ ĎȳǶǑ([−ࡹ, ([ࡹ
óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭࣘ

ȣµ(ˢ) =
ࡹ
ࡽ

∫

R

ࡹ
ʋ− ˢ

ࡹ ({|ʋ| ≤ ({ࡹ /ʋ = ࡹ
ࡽ

∫ ࡹ

ࡹ−

/ʋ
ʋ− ˢ

=
ࡹ
ࡽ
log

( −ࡹ ˢ
−ࡹ− ˢ

)

yȳ˙ƨɼʌǶɄȳ lim
ε↓ࡱ

#
π

( ࡹ
ࡽ
log

( −ࡹ ˢ
−ࡹ− ˢ

)) ∣∣
ˢ=˕+Ǯε =






ࡹ
ࡽ , ǶǑ |˕| < ࡹ
,ࡱ ǶǑ |˕| > ࡹ
", |˕| = ࡹ

ࢍ



EȭɱǶɼǶƉŗț ʌɱƨƉʚɼŗț ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ŗȳƕ óʚǶƨțʚȍƨʌ

Eó6 ɄǑ �ࣘ µȩ =
ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
δλǮ(�)

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ Eó6

ȣµȩ(ˢ) =
ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ

ࡹ
λǮ(�)− ˢ =

ࡹ
ȩ ʚɼ

(
(�− ˢtƐ)−ࡹ

)

ÿǫƨɄɼƨȭ
yǑ ǑɄɼ ƨŗƉǫ ˢ ∈ Cࣗ $(ˢ) > ࣗࡱ ŗȳƕ

ȣµȩ(ˢ) −−−→ȩ→∞
ȣµ(ˢ) ⇒ µȩ −−−→ȩ→∞

µ.

࢑



éƨʌɄț˙ƨȳʚ

éƨʌɄț˙ƨȳʚ

Ü(ˢ) ƕƨǑ= éƨʌɄț˙ƨȳʚ ɄǑ � = (�− ˢtƐ)−ࡹ

éƨȭŗɼȕʌ
bɄɼ ȳǶƉƨ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ࣯e¶Eࣗ İǶʌǫŗɼʚࣗ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨࣱࣗ

éƨʌɄț˙ƨȳʚ ɄǑ � ≈ ȣ�(ˢ)tƐ

˝ǫƨɼƨ ȣ� Ƕʌ ʚǫƨ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ �ࣖ ÿǫŗʚ Ƕʌࣗ ǑɄɼ ŗȳ˦ ʯȳǶʚ ˙ƨƉʚɄɼ ʠ
Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ɄǑ �ࣗ

ʠò(�− ˢtƐ)−ࡹʠ ∼= ȣ�(ˢ) ࣯˝ƨŗȕ ʌƨȳʌƨࣱ

ࣣÿǫǶʌ ǖǶ˙ƨʌ ȳɄʚ Ʉȳț˦ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ſʯʚ ŗțʌɄ ƨǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼʌ

࢕



¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ŗȳƕ óʚǶƨțʚȍƨʌ

�ƨȭȭŗࣘ
óʯɱɱɄʌƨ ˕ ∈ Rɤ ǫŗʌ ǶࣖǶࣖƕࣖ ƨȳʚɼǶƨʌ ɄǑ ȭƨŗȳ ˲ƨɼɄࣗ ʯȳǶʚ ˙ŗɼǶŗȳƉƨࣖ ÿǫƨȳ

˕ò�˕− ʚɼ�→ ࡱ

İǶʌǫŗɼʚࣘ Ģ = ࡹ
ȩĩĩ

òࣗ ĩ ∈ RƐ×ȩࣗ Ɛ/ȩ→ ɮ ∈ (∞ࡱ)

ĩ =




| | · · · |
ࡹ˕ ࡽ˕ · · · ˕ȩ
| | · · · |



 ⇒ éƨʌɄț˙ƨȳʚ ɄǑ Ģ = Üȩ(ˢ) =
(
ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
˕Ǯ˕òǮ − ˢtƐ

ࡹ−(

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ İǫŗʚ Ƕʌ ʚǫƨ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ İǶʌǫŗɼʚ Ģࣞ

óʯɱɱɄʌƨ ∃ Ü(ˢ) ∈ CƐ×Ɛ ʌࣖʚࣖ ࡹ
Ɛ ʚɼ(Üȩ(ˢ)− Ü(ˢ)) → ࡱ ࣯óʚǶƨțʚȍƨʌ ɄǑ ¡â = ʚɼ(Ü(ˢ))ࣱ

bŗƉʚࣘ
∣∣ ࡹ
Ɛ ʚɼ

(
Üȩ(ˢ)(Ü(ˢ)−ࡹ + ˢtƐ)Ü(ˢ)

)
− ࡹ

ȩ
ࡹ
Ɛ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
˕òǮÜ(ˢ)Üȩ(ˢ)˕Ǯ

∣∣ → ࡱ

࢙



¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ŗȳƕ óʚǶƨțʚȍƨʌ

�Ƕȳƨŗɼ ŗțǖƨſɼŗ ʚɄ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ʌƨțǑࣽƉɄȳʌǶʌʚƨȳʚ ƨɸʯŗʚǶɄȳ ǑɄɼ ʚɼ(Üȩ(ˢ))ࣘ
éƨȭɄ˙ƨ ࡹ ƉɄțʯȭȳ ŗȳƕ ࡹ ɼɄ˝ࣘ

Üȩ =
(
ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
˕Ǯ˕òǮ − ˢtƐ

ࡹ−(

=

( ࡹ
ȩ˕ࡹ˕

ò
ࡹ +

Ü(ࡹ)
ȩ︷ ︸︸ ︷

ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡽ
˕Ǯ˕òǮ − ˢtƐ

ࡹ−(

= Ü(ࡹ)
ȩ − ȩ−ࡹÜ(ࡹ)

ȩ Üࡹò˕ࡹ˕
(ࡹ)
ȩ

+ࡹ ȩ−ࡹ˕òࡹÜ
(ࡹ)
ȩ ࡹ˕

࣯óǫƨɼȭŗȳࣽ¡ɄɼɼǶʌɄȳࣱ

Ü(ࡹ)
ȩ ࣗ ࡹ˕ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ⇒ ˕òࡹÜÜ

(ࡹ)
ȩ ࡹ˕ = ʋɮ(ÜÜ(ࡹ)

ȩ ) ŗȳƕ ˕òࡹÜ
(ࡹ)
ȩ ࡹ˕ = ʋɮ(Ü(ࡹ)

ȩ )

Ɛ−ࡹ˕òࡹÜÜȩ˕ࡹ = Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜ(ࡹ)
ȩ )

(ࡹ)ʚɼ(Üࡹ−ȩ+ࡹ
ȩ )

≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)
ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

ࡹ
ȩƐ
∑ȩ

Ǯ=ࡹ ˕òǮ ÜÜȩ˕Ǯ ≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)
ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

↓ ↓
Ɛ−ࡹʚɼ

(
Üȩ(Ü−ࡹ + ˢtƐ)Ü

)
≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)

ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

⇒ Ü−ࡹ + ˢtƐ =
ࡹ

+ࡹ ȩ−ࡹʚɼ(Üȩ)
tƐ

Ü =

(
−ˢ+ ࡹ

+ࡹ ȩ−ࡹʚɼ(Üȩ)

ࡹ−(
tƐ

ࡱࡹ



¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ŗȳƕ óʚǶƨțʚȍƨʌ

�Ƕȳƨŗɼ ŗțǖƨſɼŗ ʚɄ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ʌƨțǑࣽƉɄȳʌǶʌʚƨȳʚ ƨɸʯŗʚǶɄȳ ǑɄɼ ʚɼ(Üȩ(ˢ))ࣘ
éƨȭɄ˙ƨ ࡹ ƉɄțʯȭȳ ŗȳƕ ࡹ ɼɄ˝ࣘ

Üȩ =
(
ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
˕Ǯ˕òǮ − ˢtƐ

ࡹ−(

=

( ࡹ
ȩ˕ࡹ˕

ò
ࡹ +

Ü(ࡹ)
ȩ︷ ︸︸ ︷

ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡽ
˕Ǯ˕òǮ − ˢtƐ

ࡹ−(

= Ü(ࡹ)
ȩ − ȩ−ࡹÜ(ࡹ)

ȩ Üࡹò˕ࡹ˕
(ࡹ)
ȩ

+ࡹ ȩ−ࡹ˕òࡹÜ
(ࡹ)
ȩ ࡹ˕

࣯óǫƨɼȭŗȳࣽ¡ɄɼɼǶʌɄȳࣱ

Ü(ࡹ)
ȩ ࣗ ࡹ˕ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ⇒ ˕òࡹÜÜ

(ࡹ)
ȩ ࡹ˕ = ʋɮ(ÜÜ(ࡹ)

ȩ ) ŗȳƕ ˕òࡹÜ
(ࡹ)
ȩ ࡹ˕ = ʋɮ(Ü(ࡹ)

ȩ )

Ɛ−ࡹ˕òࡹÜÜȩ˕ࡹ = Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜ(ࡹ)
ȩ )

(ࡹ)ʚɼ(Üࡹ−ȩ+ࡹ
ȩ )

≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)
ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

ࡹ
ȩƐ
∑ȩ

Ǯ=ࡹ ˕òǮ ÜÜȩ˕Ǯ ≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)
ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

↓ ↓
Ɛ−ࡹʚɼ

(
Üȩ(Ü−ࡹ + ˢtƐ)Ü

)
≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)

ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

⇒ Ü−ࡹ + ˢtƐ =
ࡹ

+ࡹ ȩ−ࡹʚɼ(Üȩ)
tƐ

Ü =

(
−ˢ+ ࡹ

+ࡹ ȩ−ࡹʚɼ(Üȩ)

ࡹ−(
tƐ

ࡱࡹ



¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ŗȳƕ óʚǶƨțʚȍƨʌ

�Ƕȳƨŗɼ ŗțǖƨſɼŗ ʚɄ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ʌƨțǑࣽƉɄȳʌǶʌʚƨȳʚ ƨɸʯŗʚǶɄȳ ǑɄɼ ʚɼ(Üȩ(ˢ))ࣘ
éƨȭɄ˙ƨ ࡹ ƉɄțʯȭȳ ŗȳƕ ࡹ ɼɄ˝ࣘ

Üȩ =
(
ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
˕Ǯ˕òǮ − ˢtƐ

ࡹ−(

=

( ࡹ
ȩ˕ࡹ˕

ò
ࡹ +

Ü(ࡹ)
ȩ︷ ︸︸ ︷

ࡹ
ȩ

ȩ∑

Ǯ=ࡽ
˕Ǯ˕òǮ − ˢtƐ

ࡹ−(

= Ü(ࡹ)
ȩ − ȩ−ࡹÜ(ࡹ)

ȩ Üࡹò˕ࡹ˕
(ࡹ)
ȩ

+ࡹ ȩ−ࡹ˕òࡹÜ
(ࡹ)
ȩ ࡹ˕

࣯óǫƨɼȭŗȳࣽ¡ɄɼɼǶʌɄȳࣱ

Ü(ࡹ)
ȩ ࣗ ࡹ˕ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ⇒ ˕òࡹÜÜ

(ࡹ)
ȩ ࡹ˕ = ʋɮ(ÜÜ(ࡹ)

ȩ ) ŗȳƕ ˕òࡹÜ
(ࡹ)
ȩ ࡹ˕ = ʋɮ(Ü(ࡹ)

ȩ )

Ɛ−ࡹ˕òࡹÜÜȩ˕ࡹ = Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜ(ࡹ)
ȩ )

(ࡹ)ʚɼ(Üࡹ−ȩ+ࡹ
ȩ )

≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)
ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

ࡹ
ȩƐ
∑ȩ

Ǯ=ࡹ ˕òǮ ÜÜȩ˕Ǯ ≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)
ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

↓ ↓
Ɛ−ࡹʚɼ

(
Üȩ(Ü−ࡹ + ˢtƐ)Ü

)
≈ Ɛ−ࡹʚɼ(ÜÜȩ)

ʚɼ(Üȩ)ࡹ−ȩ+ࡹ

⇒ Ü−ࡹ + ˢtƐ =
ࡹ

+ࡹ ȩ−ࡹʚɼ(Üȩ)
tƐ

Ü =

(
−ˢ+ ࡹ

+ࡹ ȩ−ࡹʚɼ(Üȩ)

ࡹ−(
tƐ ࡱࡹ



¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ŗȳƕ óʚǶƨțʚȍƨʌ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ɄǑ Ģȩ = ȣĢȩ(ˢ) = Ɛ−ࡹʚɼ(Üȩ) ≈ Ɛ−ࡹʚɼ(Ü) =
(
−ˢ+ ࡹ

+ࡹ ɮ · Ɛ−ࡹʚɼ(Üȩ)

ࡹ−(

bǶ˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ƨɸʯŗʚǶɄȳ ǑɄɼ ʚɼŗƉƨ ࣯ɮ = lim
ȩ→∞

Ɛ
ȩ ࣱࣘ

ȣĢȩ(ˢ) =
ࡹ

−ˢ+ ࡹ
ɮ·ȣĢȩ+ࡹ (ˢ)

+ ε(ȩ, ˢ), ε(ȩ, ˢ) −−−→
ȩ→∞

ࡱ

bǶ˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ǑɄɼ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼࣗ ¡âࣘ

ȣ¡â(ˢ) =
ࡹ

−ˢ+ ࡹ
ɮ·ȣ¡â(ˢ)+ࡹ

, ¥Ʉʚƨࣘ ȣ(ˢ) ∼ ࡹ−
ˢ ŗʌ ˢ → ∞

! ʌɄț˙ƨ ȳʯȭƨɼǶƉŗțț˦ ! ȭŗȳ˦ ƕǶʌʚࣖ ʌŗʚǶʌǑ˦ ̇˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ƨɸȳࣖ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ

ȣ¡â(ˢ) =
−ࡹ ɮ− ˢ+

√
+ࡹ))

√
ɮ)ࡽ − ˢ)((ࡹ−

√
ɮ)ࡽ − ˢ)

ɮˢࡽ

ࡹࡹ



¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ŗȳƕ óʚǶƨțʚȍƨʌ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ɄǑ Ģȩ = ȣĢȩ(ˢ) = Ɛ−ࡹʚɼ(Üȩ) ≈ Ɛ−ࡹʚɼ(Ü) =
(
−ˢ+ ࡹ

+ࡹ ɮ · Ɛ−ࡹʚɼ(Üȩ)

ࡹ−(

bǶ˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ƨɸʯŗʚǶɄȳ ǑɄɼ ʚɼŗƉƨ ࣯ɮ = lim
ȩ→∞

Ɛ
ȩ ࣱࣘ

ȣĢȩ(ˢ) =
ࡹ

−ˢ+ ࡹ
ɮ·ȣĢȩ+ࡹ (ˢ)

+ ε(ȩ, ˢ), ε(ȩ, ˢ) −−−→
ȩ→∞

ࡱ

bǶ˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ǑɄɼ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼࣗ ¡âࣘ

ȣ¡â(ˢ) =
ࡹ

−ˢ+ ࡹ
ɮ·ȣ¡â(ˢ)+ࡹ

, ¥Ʉʚƨࣘ ȣ(ˢ) ∼ ࡹ−
ˢ ŗʌ ˢ → ∞

! ʌɄț˙ƨ ȳʯȭƨɼǶƉŗțț˦ ! ȭŗȳ˦ ƕǶʌʚࣖ ʌŗʚǶʌǑ˦ ̇˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ƨɸȳࣖ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ

ȣ¡â(ˢ) =
−ࡹ ɮ− ˢ+

√
+ࡹ))

√
ɮ)ࡽ − ˢ)((ࡹ−

√
ɮ)ࡽ − ˢ)

ɮˢࡽ

ࡹࡹ



¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ ŗȳƕ óʚǶƨțʚȍƨʌ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ɄǑ Ģȩ = ȣĢȩ(ˢ) = Ɛ−ࡹʚɼ(Üȩ) ≈ Ɛ−ࡹʚɼ(Ü) =
(
−ˢ+ ࡹ

+ࡹ ɮ · Ɛ−ࡹʚɼ(Üȩ)

ࡹ−(

bǶ˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ƨɸʯŗʚǶɄȳ ǑɄɼ ʚɼŗƉƨ ࣯ɮ = lim
ȩ→∞

Ɛ
ȩ ࣱࣘ

ȣĢȩ(ˢ) =
ࡹ

−ˢ+ ࡹ
ɮ·ȣĢȩ+ࡹ (ˢ)

+ ε(ȩ, ˢ), ε(ȩ, ˢ) −−−→
ȩ→∞

ࡱ

bǶ˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ǑɄɼ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼࣗ ¡âࣘ

ȣ¡â(ˢ) =
ࡹ

−ˢ+ ࡹ
ɮ·ȣ¡â(ˢ)+ࡹ

, ¥Ʉʚƨࣘ ȣ(ˢ) ∼ ࡹ−
ˢ ŗʌ ˢ → ∞

! ʌɄț˙ƨ ȳʯȭƨɼǶƉŗțț˦ ! ȭŗȳ˦ ƕǶʌʚࣖ ʌŗʚǶʌǑ˦ ̇˥ƨƕ ɱɄǶȳʚ ƨɸȳࣖ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ

ȣ¡â(ˢ) =
−ࡹ ɮ− ˢ+

√
+ࡹ))

√
ɮ)ࡽ − ˢ)((ࡹ−

√
ɮ)ࡽ − ˢ)

ɮˢࡽ
ࡹࡹ



$ʯțȕ ॻ ɄʯʚțǶƨɼʌ

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ȭɄƕƨț ʚǫǶʌࣞ

$ʯțȕ + ¶ʯʚțǶƨɼʌ
↓ ↓

¡Ʉƕƨțࣘ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ + óɱǶȕƨʌ

ࡽࡹ



óŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ

óƨʚࣽʯɱ
࣢ ,Ʉ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ *ࣗ ࣯ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉࣗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ʌƨȭǶࣽƕƨ̇ȳǶʚƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣱ
࣢ ¥ɄǶʌƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ Ķ ∈ RƐ×ȩ ࣯ȭƨŗȳ ࣗࡱ ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ࣗࡹ ǶࣖǶࣖƕࣱࣖ
࣢ ȩࡹ/δ ≤ Ɛ ≤ ȩδ ǑɄɼ ʌɄȭƨ δ > ࡱ

࣢ ĩ = Ķࣙࡽ/ࡹ* bɄɼȭ ĩĩò
ȩ

࣢ ࡽ‖*‖ ≤ ƉɄȳʌʚŗȳʚࣗ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ɄǑ ȩ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯$ŗǶࣗ �ɼǶʌǫȳŗǶŗǫࣗ óǶț˙ƨɼʌʚƨǶȳࣗ ĸǶȳࣗ ऒࡱ࢕ʌࣽऒࡱ࢙ʌࣱ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ɄǑ ĩĩòȩ = ʚɼ
[(
tƐ − ˢ ĩĩòȩ

[ࡹ−( ≈ ȩ
Ɛȣ̃(ˢ) + −ࡹ Ɛ

ȩ
Ɛ
ȩ ˢ

˝ǫƨɼƨ ȣ̃(ˢ) =
(
−ˢ+ ࡹ

ȩ ʚɼ[*(tƐ − ȣ̃(ˢ)*)−ࡹ]
ࡹ−(

! ȣ̃(ˢ) ≈ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ĩòĩ
ȩ ! ǶȭɱțǶƉǶʚ ƨɸȳࣗ ʌɄț˙ƨƕ ȳʯȭƨɼǶƉŗțț˦

ࢁࡹ



óŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ

óƨʚࣽʯɱ
࣢ ,Ʉ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ *ࣗ ࣯ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉࣗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ʌƨȭǶࣽƕƨ̇ȳǶʚƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣱ
࣢ ¥ɄǶʌƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ Ķ ∈ RƐ×ȩ ࣯ȭƨŗȳ ࣗࡱ ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ࣗࡹ ǶࣖǶࣖƕࣱࣖ
࣢ ȩࡹ/δ ≤ Ɛ ≤ ȩδ ǑɄɼ ʌɄȭƨ δ > ࡱ

࣢ ĩ = Ķࣙࡽ/ࡹ* bɄɼȭ ĩĩò
ȩ

࣢ ࡽ‖*‖ ≤ ƉɄȳʌʚŗȳʚࣗ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ɄǑ ȩ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯$ŗǶࣗ �ɼǶʌǫȳŗǶŗǫࣗ óǶț˙ƨɼʌʚƨǶȳࣗ ĸǶȳࣗ ऒࡱ࢕ʌࣽऒࡱ࢙ʌࣱ

óʚǶƨțʚȍƨʌ ɄǑ ĩĩòȩ = ʚɼ
[(
tƐ − ˢ ĩĩòȩ

[ࡹ−( ≈ ȩ
Ɛȣ̃(ˢ) + −ࡹ Ɛ

ȩ
Ɛ
ȩ ˢ

˝ǫƨɼƨ ȣ̃(ˢ) =
(
−ˢ+ ࡹ

ȩ ʚɼ[*(tƐ − ȣ̃(ˢ)*)−ࡹ]
ࡹ−(

! ȣ̃(ˢ) ≈ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ĩòĩ
ȩ ! ǶȭɱțǶƉǶʚ ƨɸȳࣗ ʌɄț˙ƨƕ ȳʯȭƨɼǶƉŗțț˦

ࢁࡹ



E˥ŗȭɱțƨʌ ɄǑ óŗȭɱțƨ ,Ʉ˙ŗɼǶŗȳƉƨʌ

óƨƨ ,Ʉțŗſ ǑɄɼ ƕƨʚŗǶțʌ

ࢅࡹ



ÞࣽÿɼŗȳʌǑɄɼȭ



E˥ŗȭɱțƨ pƨʌʌǶŗȳ ɄǑ țŗ˦ƨɼࣽࡽ ¥ƨʚ˝Ʉɼȕ ¡Ʉƕƨț

óƨʚʯɱ

࣢ Ģ(ࡹ) ∈ Rȩࡹ×ȩࡱ ŗȳƕ Ģ(ࡽ) ∈ Rȩࡽ×ȩࡹ ˝ƨǶǖǫʚ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣗ ǶࣖǶࣖƕࣖ ,ࡱ)� (ࡹ
࣢ ˕ ∈ Rȩࡱ×ȣ Ƕʌ Ƕȳɱʯʚ ƕŗʚŗ ŗȳƕ ˖ ∈ Rȩࡽ×ȣ ʚŗɼǖƨʚʌ
࣢ ǐ : R → R ŗƉʚǶ˙ŗʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ
࣢ ȩ = ȩࡱ = ȩࡹ = ȩࡽ ŗȳƕ φ = ȩࡽ

ȣ

Ʉʯʚɱʯʚʌࣘ ̟̂ = Ģ(ࡽ)ǐ(Ģ(ࡹ)˕) ɼƨʌǶƕʯŗțʌࣘ ƣǮȃ = ̟̂Ǯȃ − ˖Ǯȃ

eɄŗțࣘ min
θ=[Ģ(ࡹ),Ģ(ࡽ)]

{
ǋ(θ) = ࡹ

−(˕(ࡹ)Ģ)ǐ(ࡽ)ȣ‖Ģࡽ ࡽ‖˖
}

pƨʌʌǶŗȳࣘ l = lࡱ + lࡹ

[lࡱ]αβ =
ࡹ
ȣ

ȩࡽ,ȣ∑

Ǯ,ȃ=ࡹ

∂ˆ̟Ǯȃ
∂θα

∂ˆ̟Ǯȃ
∂θβ

ŗȳƕ [lࡹ]αβ =
ࡹ
ȣ

ȩࡽ,ȣ∑

Ǯ,ȃ
ƣǮȃ

Ǯȃ̟ˆࡽ∂
∂θα∂θβ

ࢉࡹ



E˥ŗȭɱțƨ pƨʌʌǶŗȳ ɄǑ țŗ˦ƨɼࣽࡽ ¥ƨʚ˝Ʉɼȕ ¡Ʉƕƨț

óƨʚʯɱ

࣢ Ģ(ࡹ) ∈ Rȩࡹ×ȩࡱ ŗȳƕ Ģ(ࡽ) ∈ Rȩࡽ×ȩࡹ ˝ƨǶǖǫʚ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣗ ǶࣖǶࣖƕࣖ ,ࡱ)� (ࡹ
࣢ ˕ ∈ Rȩࡱ×ȣ Ƕʌ Ƕȳɱʯʚ ƕŗʚŗ ŗȳƕ ˖ ∈ Rȩࡽ×ȣ ʚŗɼǖƨʚʌ
࣢ ǐ : R → R ŗƉʚǶ˙ŗʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ
࣢ ȩ = ȩࡱ = ȩࡹ = ȩࡽ ŗȳƕ φ = ȩࡽ

ȣ

Ʉʯʚɱʯʚʌࣘ ̟̂ = Ģ(ࡽ)ǐ(Ģ(ࡹ)˕) ɼƨʌǶƕʯŗțʌࣘ ƣǮȃ = ̟̂Ǯȃ − ˖Ǯȃ

eɄŗțࣘ min
θ=[Ģ(ࡹ),Ģ(ࡽ)]

{
ǋ(θ) = ࡹ

−(˕(ࡹ)Ģ)ǐ(ࡽ)ȣ‖Ģࡽ ࡽ‖˖
}

pƨʌʌǶŗȳࣘ l = lࡱ + lࡹ

[lࡱ]αβ =
ࡹ
ȣ

ȩࡽ,ȣ∑

Ǯ,ȃ=ࡹ

∂ˆ̟Ǯȃ
∂θα

∂ˆ̟Ǯȃ
∂θβ

ŗȳƕ [lࡹ]αβ =
ࡹ
ȣ

ȩࡽ,ȣ∑

Ǯ,ȃ
ƣǮȃ

Ǯȃ̟ˆࡽ∂
∂θα∂θβ

ࢉࡹ



óȳŗɱʌǫɄʚʌ ɄǑ ʚǫƨ pƨʌʌǶŗȳ ƕʯɼǶȳǖ ÿɼŗǶȳǶȳǖ

pƨʌʌǶŗȳࣘ l = lࡱ + lࡹ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ƕɄ ˦Ʉʯ ȭɄƕƨț ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ l ǑɼɄȭ lࡱ ŗȳƕ lࣞࡹ

yȭŗǖƨʌ ſ˦ ¡ƉeǶțț ʯȳƕƨɼǖɼŗƕʯŗʚƨࣗ éǶŗ óʚƨ˙ƨȳʌ
ࢍࡹ



éࣽÿɼŗȳʌǑɄɼȭ

ÞࣽÿɼŗȳʌǑɄɼȭ

ÿɄɄț ǑɄɼ ˝ɼǶʚǶȳǖ ʌǶȭɱțƨ ǑɄɼȭʯțŗʌ ǑɄɼ ƕƨȳʌǶʚǶƨʌ ǑɼɄȭ ȕȳɄ˝ȳ ƕƨȳʌǶʚǶƨʌ

࢑ࡹ



6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ

bɼƨƨ ƉɄȳ˙ɄțʯʚǶɄȳ ɄǑ ȭƨŗʌʯɼƨʌࣗ µ� " µ#

yǑ �ࣗ # ʚ˝Ʉ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ˝Ƕʚǫ Eó6ࣗ µ� ŗȳƕ µ#ࣗ

Eó6 ɄǑ �+ # = µ� " µ#

ɱɼɄ˙Ƕƕƨƕ ȭŗʚɼǶ˥ ʌǶ˲ƨʌ țŗɼǖƨ ŗȳƕ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉŗțț˦ Ǒɼƨƨࣖ
࣯ʌǶƕƨ ȳɄʚƨࣘ ɱɼɄƕʯƉʚ ɄǑ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ˙ƨɼʌǶɄȳࣱ

࢕ࡹ



�ʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉŗțț˦ Ǒɼƨƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ

¶ɼʚǫɄǖɄȳŗț Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳƉƨ
�ȳ � ɼŗȳƕɄȭ ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗʚɼǶ˥ Ƕʌ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗțț˦ Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ǶǑ ǑɄɼ ŗȳ˦
̇˥ƨƕ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ȭŗʚɼǶ˥ ­

­ò�­ țŗ˝
= �

E˥ŗȭɱțƨʌ
࣢ ¡ʯțʚǶɱțƨʌ ɄǑ ʚǫƨ yƕƨȳʚǶʚ˦
࣢ İǶʌǫŗɼʚ ˝Ƕʚǫ eŗʯʌʌǶŗȳ ƨȳʚɼǶƨʌ
࣢ e¶E ˝Ƕʚǫ eŗʯʌʌǶŗȳ ƨȳʚɼǶƨʌ

࢙ࡹ



�ʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉŗțț˦ Ǒɼƨƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ

óʯ˾ƉǶƨȳʚ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ
óʯɱɱɄʌƨ {�ȩ} ŗȳƕ {#ȩ} ŗɼƨ ȩ× ȩ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ yǑ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ

࣢ �ȩ ŗȳƕ #ȩ ŗɼƨ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ
࣢ �ȩ Ƕʌ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗțț˦ Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ

ÿǫƨȳ �ȩ ŗȳƕ #ȩ ŗɼƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉŗțț˦ Ǒɼƨƨ ŗȳƕ µ�ȩ " µ#ȩ ∼= µ�ȩ+#ȩ

yȳʚʯǶʚǶɄȳࣘ EǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼʌ ɄǑ �ȩ ŗɼƨ ƉɄȭɱțƨʚƨț˦ ʯȳŗțǶǖȳƨƕ ǑɼɄȭ #ȩ

ࡱࡽ



óʚǶƨțʚȍƨʌ ŗȳƕ ÞࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭ

ÞࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭ
ÞࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭ Ƕʌ Ƕȳ˙ƨɼʌƨ ɄǑ óʚǶƨțʚȍƨʌ ɄǑ ȣ

Þ(−ȣ(ˢ))− ࡹ
ȣ(ˢ) = ˢ.

E˥ŗȭɱțƨʌ

࣢ βʠʠò Ƕʌ Þβʠʠò = β
ȩ(ࡹ−ɾβ)

࣢ Þ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ࣯ɼࣱ(ɾ) = ࡹ
ɾɮ−ࡹ

࣢ ÞʌƨȭǶƉǶɼƉțƨ(ɾ) = ɾ

ࡹࡽ



,ŗțƉʯțʯʌ ǑɄɼ ʌɱƨƉʚɼŗț ƕƨȳʌǶʚǶƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ
yǑ � ŗȳƕ # ŗɼƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉŗțț˦ Ǒɼƨƨࣗ

Þµ�+# = Þµ�!µ# = Þµ�(ɾ) + Þµ#(ɾ).

éƨȭŗɼȕ
éࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ⇔ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ⇔ óɱƨƉʚɼŗț ƕƨȳʌǶʚ˦

E˥ŗȭɱțƨ
Þe¶E ॻ İǶʌǫŗɼʚ = ÞʌƨȭǶƉǶɼƉțƨ + Þ¡â = ɾ︸︷︷︸

e¶E

+
ࡹ

−ࡹ ɾɮ︸ ︷︷ ︸
İǶʌǫŗɼʚ

ࡽࡽ



óȳŗɱʌǫɄʚʌ ɄǑ ʚǫƨ pƨʌʌǶŗȳ ƕʯɼǶȳǖ ÿɼŗǶȳǶȳǖ

pƨʌʌǶŗȳࣘ l = lࡱ + lࡹ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ƕɄ ˦Ʉʯ ȭɄƕƨț ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ l ǑɼɄȭ lࡱ ŗȳƕ lࣞࡹ

yȭŗǖƨʌ ſ˦ ¡ƉeǶțț ʯȳƕƨɼǖɼŗƕʯŗʚƨࣗ éǶŗ óʚƨ˙ƨȳʌ
ࢁࡽ



¡Ʉƕƨț ǑɄɼ ʚǫƨ pƨʌʌǶŗȳ

ȩࡽε ƕƨǑ
= ǋ(θ) pƨʌʌǶŗȳࣘ l = lࡱ + lࡹ

¡ɄƕƨțǶȳǖ �ʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌ
࣢ lࡱ Ƕʌ ¡ŗɼƉǫƨȳȕɄࣽâŗʌʚʯɼ
࣢ lࡱ ŗȳƕ lࡹ ŗɼƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉŗțț˦ Ǒɼƨƨ
࣢ ȩ = ȩࡱ = ȩࡹ = ȩࡽ ŗȳƕ φ = ȩࡽ

ȣ

éࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ lࣘࡹ Þlࡹ(ɾ) =
εφɾ

−ࡽ εφࡽɾࡽ

éࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ l
Þl(ɾ) =

ࡹ
−ࡹ ɾφ +

εφɾ
−ࡽ εφࡽɾࡽ

ࢅࡽ



çʯƨʌʚǶɄȳʌࣞ

ࢅࡽ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ Ƕ

ńࣖ $ŗǶ ŗȳƕ �ࣖ óǶț˙ƨɼʌʚƨǶȳࣖ
çɤƣƅʋɮŗȑ ŗȩŗȑ˖ɾǮɾ ȹǋ ȑŗɮǐƣ ƐǮȣƣȩɾǮȹȩŗȑ ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮƅƣɾࣗ
˙Ʉțʯȭƨ ࣖࡱࡽ
óɱɼǶȳǖƨɼࣗ ࣖࡱࡹࡱࡽ

ńࣖ 6ࣖ $ŗǶ ŗȳƕ �ŗƉȕ İࣖ óǶț˙ƨɼʌʚƨǶȳࣖ
,�ÿ ǑɄɼ țǶȳƨŗɼ ʌɱƨƉʚɼŗț ʌʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɄǑ țŗɼǖƨࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ʌŗȭɱțƨ
ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ
�ȩȩࣖ ×ɮȹŻŗŻࣖࣗ ࣗࢉࡱࢍँࢁࢉࢉࣱࣘ�ࡹ࣯ࡽࢁ ࣖࢅࡱࡱࡽ
yóó¥ ࡹ࢙ࡱࡱ ࣖ࢕࢙࢑ࣽࡹ
ƕɄǶࣘ RyXRkR9f�QTfRyd39R8398ࣖ
Ďé� JVVRU�����������CQR�����������ࣖ

ࢉࡽ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ǶǶ

�ǶȳǫɄ $ŗǶȕ ŗȳƕ �ŗƉȕ İࣖ óǶț˙ƨɼʌʚƨǶȳࣖ
EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ țŗɼǖƨ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ɄǑ ʌɱǶȕƨƕ
ɱɄɱʯțŗʚǶɄȳ ȭɄƕƨțʌࣖ
�ࣖ �ʠȑʋǮˉŗɮǮŗʋƣ �ȩŗȑࣖࣗ ࡽ࢕ࢁࡹࣱࣘࢍ࣯࢑࢙ ࣗ࢕ࡱࢅँࡹ ࣖࢍࡱࡱࡽ
ƕɄǶࣘ RyXRyRefDXDKp�Xkyy8Xy3Xyyjࣖ
Ďé� JVVRU�����������L�LOXC������������ࣖ

�ɄƵț $ʯȳࣗ �ƨŗȳࣽâǫǶțǶɱɱƨ $ɄʯƉǫŗʯƕࣗ ŗȳƕ ¡ŗɼƉ âɄʚʚƨɼʌࣖ
,țƨŗȳǶȳǖ țŗɼǖƨ ƉɄɼɼƨțŗʚǶɄȳ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣘ ʚɄɄțʌ ǑɼɄȭ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥
ʚǫƨɄɼ ࣖ˦
×ǣ˖ɾࣖ Þƣɤࣖࣗ ࡹࣘࢍࢍࢍ ࢙ࣗࡱँࡹ ࣖ࢑ࡹࡱࡽ
yóó¥ ࡱ࢑ࢁࡱ ࣖࢁ࢑ࢉࣽࡹ
ƕɄǶࣘ RyXRyRefDXT?vb`2TXkyReXRyXyy8ࣖ
Ďé� JVVRU�����������L�RJ[UTGR������������ࣖ

ࢍࡽ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ǶǶǶ

ńǫƨȳ˦ʯ �ǶŗɄࣖ
� ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ ǋɮŗȣƣˍȹɮȋ ǋȹɮ ȑŗɮǐƣ ƐǮȣƣȩɾǮȹȩŗȑ ȣŗƅǣǮȩƣ
ȑƣŗɮȩǮȩǐ ŗȩƐ ȩƣʠɮŗȑ ȩƣʋˍȹɮȋɾࣖ
âǫ6 ʚǫƨʌǶʌࣗ ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚƩ âŗɼǶʌࣽóŗƉțŗ ࣗ˦ ࢙ࣖࡹࡱࡽ

�ƨ˽ɼƨ˦ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳ ŗȳƕ ĸŗʌŗȭŗȳ $ŗǫɼǶࣖ
eƨɄȭƨʚɼ˦ ɄǑ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕ țɄʌʌ ʌʯɼǑŗƉƨʌ ˙Ƕŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥
ʚǫƨɄɼ ࣖ˦
yȳ ×ɮȹƅƣƣƐǮȩǐɾ ȹǋ ʋǣƣ ʋǣࡵࡴ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ
�ƣŗɮȩǮȩǐࣗ ˙Ʉțʯȭƨ ࡱ࢑ ɄǑ ×ɮȹƅƣƣƐǮȩǐɾ ȹǋ �ŗƅǣǮȩƣ �ƣŗɮȩǮȩǐ
Þƣɾƣŗɮƅǣࣗ ɱŗǖƨʌ ࣖࢍࡱ࢕ࡽँ࢕࢙࢑ࡽ â¡�éࣗ ࣖ࢑ࡹࡱࡽ
Ďé�
JVVR���RTQEGGFKPIU�ONT�RTGUU�X���RGPPKPIVQP��C�JVONࣖ

࢑ࡽ



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ˦ ǑɄɼ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖ
âŗɼʚ ࣘࢁ �ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȳʯȭƨɼǶƉŗț ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ

bŗſǶŗȳ âƨƕɼƨǖɄʌŗࣗࡹ ,Ʉʯɼʚȳƨ˦ âŗɸʯƨʚʚƨࣗࡽ,ࡹ ÿɄȭ ÿɼɄǖƕɄȳࣗࢁ �ƨ˽ɼƨ˦ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࡹ

ࡹ eɄɄǖțƨ éƨʌƨŗɼƉǫ ࣗ ࡽ ¡ƉeǶțț ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ࣗ ࢁ ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ɄǑ İŗʌǫǶȳǖʚɄȳ

JVVRU���TCPFQO�OCVTKZ�NGCTPKPI�IKVJWD�KQ



¥ɄʚŗʚǶɄȳ

yȳ ʚǫǶʌ ʌƨƉʚǶɄȳࣘ

࣢ � Ƕʌ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ ŗ ɼƨƉʚŗȳǖʯțŗɼ ȭŗʚɼǶ˥ ˝Ƕʚǫ ȭɄɼƨ ɼɄ˝ʌ ʚǫŗȳ ƉɄțʯȭȳʌ
࣢ Ģ Ƕʌ ŗ ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ࣯ʌɸʯŗɼƨࣱ ȭŗʚɼǶ˥
࣢ ¶ǒʚƨȳ Ģ ∝ �ò�

ࡹ



¡ɄʚǶ˙ŗʚǶɄȳࣘ �˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ ˙ƨɼʌʯʌ
˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ



yʌʌʯƨʌ ˝Ƕʚǫ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕʌ Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ

yȳ ʌɄȭƨ ˙ƨɼ˦ ʌɱƨƉǶ̇Ɖ Ɖŗʌƨʌࣗ ʚǫƨ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțǶʚ˦ ɄǑ ŗ ǖǶ˙ƨȳ ɱɼɄſțƨȭ ɱɼɄ˙Ƕƕƨʌ Ƕʚ ˝Ƕʚǫ ƨȳɄʯǖǫ
ƕƨǖɼƨƨʌ ɄǑ ǑɼƨƨƕɄȭ ʚɄ एƉɄȳʌɱǶɼƨ ŗǖŗǶȳʌʚऐ ŗ ǖǶ˙ƨȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣖ

bɄɼࣗ ƨ˥ŗȭɱțƨࣗ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ʌɄț˙Ƕȳǖ ŗ ȩ× ȩ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭ Ģ˕ = Ż ʯʌǶȳǖ ʚǫƨ ƉɄȳȍʯǖŗʚƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ࣯,eࣱ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ˝ǫƨɼƨ

Ģ =





r
√
r√

r +ࡹ r
√
r√

r +ࡹ r
√
r

√
r

ࣖ ࣖ ࣖ ࣖ ࣖ ࣖ
ࣖ ࣖ ࣖ

√
r√

r +ࡹ r





, Ż =





ࡹ
ࡱ
ࣖࣖ
ࣖ
ࡱ




, ࡱ < r < .ࡹ

ࡽ



yʌʌʯƨʌ ˝Ƕʚǫ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕʌ Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ

yȳ ʌɄȭƨ ˙ƨɼ˦ ʌɱƨƉǶ̇Ɖ Ɖŗʌƨʌࣗ ʚǫƨ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțǶʚ˦ ɄǑ ŗ ǖǶ˙ƨȳ ɱɼɄſțƨȭ ɱɼɄ˙Ƕƕƨʌ Ƕʚ ˝Ƕʚǫ ƨȳɄʯǖǫ
ƕƨǖɼƨƨʌ ɄǑ ǑɼƨƨƕɄȭ ʚɄ एƉɄȳʌɱǶɼƨ ŗǖŗǶȳʌʚऐ ŗ ǖǶ˙ƨȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣖ

bɄɼࣗ ƨ˥ŗȭɱțƨࣗ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ʌɄț˙Ƕȳǖ ŗ ȩ× ȩ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭ Ģ˕ = Ż ʯʌǶȳǖ ʚǫƨ ƉɄȳȍʯǖŗʚƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ࣯,eࣱ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ˝ǫƨɼƨ

Ģ =





r
√
r√

r +ࡹ r
√
r√

r +ࡹ r
√
r

√
r

ࣖ ࣖ ࣖ ࣖ ࣖ ࣖ
ࣖ ࣖ ࣖ

√
r√

r +ࡹ r





, Ż =





ࡹ
ࡱ
ࣖࣖ
ࣖ
ࡱ




, ࡱ < r < .ࡹ

ࡽ



yʌʌʯƨʌ ˝Ƕʚǫ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕʌ Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ

ÿǫƨ ,e ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗȳƕ ɱɼɄƕʯƉƨʌ ŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳʌ ˕ȋ ʚǫŗʚ ʌŗʚǶʌǑ˦ࣘ

˕ȋ = �`; KBM
˖∈Rȩ

{
(˕− ˖)òĢ(˕− ˖)ò : ˖ ∈ bT�M{Ż,ĢŻ, . . . ,Ģȋ−ࡹŻ

}
.

yʚ Ɖŗȳ ſƨ ʌǫɄ˝ȳ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ʚǫƨ ŗſɄ˙ƨ ƉǫɄǶƉƨ ɄǑ Ģ,Żࣗ ŗȳƕ ࡹ ≤ ȋ < ȩ

‖Ż−Ģ˕ȋ‖ࡽ =
(
ࡹ
r

)ȋ
ſʯʚ ‖Ż−Ģ˕ȩ‖ = .ࡱ

ÿǫƨ ɼƨʌǶƕʯŗțʌ ࣯Ʉɼ ȳɄɼȭʌ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱ ŗɱɱƨŗɼ ʚɄ ƕǶ˙ƨɼǖƨ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚǶŗțț˦ ſƨǑɄɼƨ ʚǫƨ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ̇ȳŗțț˦
ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌࣛ

�ȳƕ ŗʌ ȩ ǶȳƉɼƨŗʌƨʌࣗ ʚǫǶʌ ſƨƉɄȭƨʌ ˝Ʉɼʌƨࣖ �ȳƕ ŗ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕ ȳƨƨƕʌ ʚɄ ŗƉƉɄʯȳʚ ǑɄɼ ʚǫǶʌ
ɱŗʚǫɄțɄǖǶƉŗț ƨ˥ŗȭɱțƨࣖ

ࢁ



yʌʌʯƨʌ ˝Ƕʚǫ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕʌ Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ

ÿǫƨ ,e ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗȳƕ ɱɼɄƕʯƉƨʌ ŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳʌ ˕ȋ ʚǫŗʚ ʌŗʚǶʌǑ˦ࣘ

˕ȋ = �`; KBM
˖∈Rȩ

{
(˕− ˖)òĢ(˕− ˖)ò : ˖ ∈ bT�M{Ż,ĢŻ, . . . ,Ģȋ−ࡹŻ

}
.

yʚ Ɖŗȳ ſƨ ʌǫɄ˝ȳ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ʚǫƨ ŗſɄ˙ƨ ƉǫɄǶƉƨ ɄǑ Ģ,Żࣗ ŗȳƕ ࡹ ≤ ȋ < ȩ

‖Ż−Ģ˕ȋ‖ࡽ =
(
ࡹ
r

)ȋ
ſʯʚ ‖Ż−Ģ˕ȩ‖ = .ࡱ

ÿǫƨ ɼƨʌǶƕʯŗțʌ ࣯Ʉɼ ȳɄɼȭʌ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱ ŗɱɱƨŗɼ ʚɄ ƕǶ˙ƨɼǖƨ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚǶŗțț˦ ſƨǑɄɼƨ ʚǫƨ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ̇ȳŗțț˦
ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌࣛ

�ȳƕ ŗʌ ȩ ǶȳƉɼƨŗʌƨʌࣗ ʚǫǶʌ ſƨƉɄȭƨʌ ˝Ʉɼʌƨࣖ �ȳƕ ŗ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕ ȳƨƨƕʌ ʚɄ ŗƉƉɄʯȳʚ ǑɄɼ ʚǫǶʌ
ɱŗʚǫɄțɄǖǶƉŗț ƨ˥ŗȭɱțƨࣖ

ࢁ



yʌʌʯƨʌ ˝Ƕʚǫ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕʌ Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ

ÿǫƨ ,e ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗȳƕ ɱɼɄƕʯƉƨʌ ŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳʌ ˕ȋ ʚǫŗʚ ʌŗʚǶʌǑ˦ࣘ

˕ȋ = �`; KBM
˖∈Rȩ

{
(˕− ˖)òĢ(˕− ˖)ò : ˖ ∈ bT�M{Ż,ĢŻ, . . . ,Ģȋ−ࡹŻ

}
.

yʚ Ɖŗȳ ſƨ ʌǫɄ˝ȳ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ʚǫƨ ŗſɄ˙ƨ ƉǫɄǶƉƨ ɄǑ Ģ,Żࣗ ŗȳƕ ࡹ ≤ ȋ < ȩ

‖Ż−Ģ˕ȋ‖ࡽ =
(
ࡹ
r

)ȋ
ſʯʚ ‖Ż−Ģ˕ȩ‖ = .ࡱ

ÿǫƨ ɼƨʌǶƕʯŗțʌ ࣯Ʉɼ ȳɄɼȭʌ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱ ŗɱɱƨŗɼ ʚɄ ƕǶ˙ƨɼǖƨ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚǶŗțț˦ ſƨǑɄɼƨ ʚǫƨ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ̇ȳŗțț˦
ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌࣛ

�ȳƕ ŗʌ ȩ ǶȳƉɼƨŗʌƨʌࣗ ʚǫǶʌ ſƨƉɄȭƨʌ ˝Ʉɼʌƨࣖ �ȳƕ ŗ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕ ȳƨƨƕʌ ʚɄ ŗƉƉɄʯȳʚ ǑɄɼ ʚǫǶʌ
ɱŗʚǫɄțɄǖǶƉŗț ƨ˥ŗȭɱțƨࣖ

ࢁ



yʌʌʯƨʌ ˝Ƕʚǫ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕʌ Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ

ÿǫƨ ,e ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗȳƕ ɱɼɄƕʯƉƨʌ ŗɱɱɼɄ˥ǶȭŗʚǶɄȳʌ ˕ȋ ʚǫŗʚ ʌŗʚǶʌǑ˦ࣘ

˕ȋ = �`; KBM
˖∈Rȩ

{
(˕− ˖)òĢ(˕− ˖)ò : ˖ ∈ bT�M{Ż,ĢŻ, . . . ,Ģȋ−ࡹŻ

}
.

yʚ Ɖŗȳ ſƨ ʌǫɄ˝ȳ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ʚǫƨ ŗſɄ˙ƨ ƉǫɄǶƉƨ ɄǑ Ģ,Żࣗ ŗȳƕ ࡹ ≤ ȋ < ȩ

‖Ż−Ģ˕ȋ‖ࡽ =
(
ࡹ
r

)ȋ
ſʯʚ ‖Ż−Ģ˕ȩ‖ = .ࡱ

ÿǫƨ ɼƨʌǶƕʯŗțʌ ࣯Ʉɼ ȳɄɼȭʌ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱ ŗɱɱƨŗɼ ʚɄ ƕǶ˙ƨɼǖƨ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚǶŗțț˦ ſƨǑɄɼƨ ʚǫƨ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ̇ȳŗțț˦
ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌࣛ

�ȳƕ ŗʌ ȩ ǶȳƉɼƨŗʌƨʌࣗ ʚǫǶʌ ſƨƉɄȭƨʌ ˝Ʉɼʌƨࣖ �ȳƕ ŗ ˝ɄɼʌʚࣽƉŗʌƨ ſɄʯȳƕ ȳƨƨƕʌ ʚɄ ŗƉƉɄʯȳʚ ǑɄɼ ʚǫǶʌ
ɱŗʚǫɄțɄǖǶƉŗț ƨ˥ŗȭɱțƨࣖ

ࢁ



yȳʚɼɄƕʯƉǶȳǖ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳʌ

yȳʌʚƨŗƕࣗ ˝ƨ ȭŗ˦ ˝ŗȳʚ ʚɄ ƉǫɄɄʌƨ Ģ ŗȳƕ Ż ʚɄ ſƨ ɼŗȳƕɄȭ ŗȳƕ ƉɄȳʌǶƕƨɼ

E‖Ż−Ģ˕ȋ‖ࡽ.

yǑ Ʉȳƨ ƉǫɄɄʌƨʌ Ģ ʚɄ ſƨ ƕǶʌʚɼǶſʯʚƨƕ ŗƉƉɄɼƕǶȳǖ ʚɄ ʚǫƨ İǶʌǫŗɼʚ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳࣗ ŗʌ ȩ→∞ࣗ

E‖Ż−Ģ˕ȋ‖ࡽ = rȋ + ȹ(ࡹ), r = ɮ−ࡹ = lim
ȩ→∞

ȩ
Ɛ .

$ʯʚ ŗ ˙ŗțǶƕ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ Ʉɱƨȳ ɱɼɄſțƨȭ Ƕʌࣘ ÿɄ ȭɄƕƨț ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ Ƕȳ ŗ ¡� ƉɄȳʚƨ˥ʚࣗ ˝ǫŗʚ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ Ƕʌ
ɼƨțƨ˙ŗȳʚ ǑɄɼ Ģࣞ

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗȳ Ʉɱƨȳ ɱɼɄſțƨȭࣖ óƨƨ �ǶŗɄ ŗȳƕ ¡ŗǫɄȳƨ˦ ࣹࡹࡽࡱࡽࣷ ǑɄɼ ˝Ʉɼȕ Ƕȳ ʚǫǶʌ ƕǶɼƨƉʚǶɄȳࣖ

ࢅ



yȳʚɼɄƕʯƉǶȳǖ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳʌ

yȳʌʚƨŗƕࣗ ˝ƨ ȭŗ˦ ˝ŗȳʚ ʚɄ ƉǫɄɄʌƨ Ģ ŗȳƕ Ż ʚɄ ſƨ ɼŗȳƕɄȭ ŗȳƕ ƉɄȳʌǶƕƨɼ

E‖Ż−Ģ˕ȋ‖ࡽ.

yǑ Ʉȳƨ ƉǫɄɄʌƨʌ Ģ ʚɄ ſƨ ƕǶʌʚɼǶſʯʚƨƕ ŗƉƉɄɼƕǶȳǖ ʚɄ ʚǫƨ İǶʌǫŗɼʚ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳࣗ ŗʌ ȩ→∞ࣗ

E‖Ż−Ģ˕ȋ‖ࡽ = rȋ + ȹ(ࡹ), r = ɮ−ࡹ = lim
ȩ→∞

ȩ
Ɛ .

$ʯʚ ŗ ˙ŗțǶƕ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ Ʉɱƨȳ ɱɼɄſțƨȭ Ƕʌࣘ ÿɄ ȭɄƕƨț ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ Ƕȳ ŗ ¡� ƉɄȳʚƨ˥ʚࣗ ˝ǫŗʚ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ Ƕʌ
ɼƨțƨ˙ŗȳʚ ǑɄɼ Ģࣞ

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗȳ Ʉɱƨȳ ɱɼɄſțƨȭࣖ óƨƨ �ǶŗɄ ŗȳƕ ¡ŗǫɄȳƨ˦ ࣹࡹࡽࡱࡽࣷ ǑɄɼ ˝Ʉɼȕ Ƕȳ ʚǫǶʌ ƕǶɼƨƉʚǶɄȳࣖ

ࢅ



¡ŗǶȳ é¡ÿ ʚɄɄțࣘ ¡ŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ



¡ŗǶȳ țǶȳƨŗɼ ŗțǖƨſɼŗ ʚɄɄț

éƨƉŗțț ,ŗʯƉǫ˦ऒʌ Ƕȳʚƨǖɼŗț ǑɄɼȭʯțŗࣘ yǑ ǋ Ƕʌ ŗȳŗț˦ʚǶƉ Ƕȳ ŗ ʌʯ˾ƉǶƨȳʚț˦ țŗɼǖƨ ɼƨǖǶɄȳ ŗȳƕ C Ƕʌ ʌȭɄɄʚǫࣗ
ʌǶȭɱțƨࣗ ƉțɄʌƨƕ Ɖʯɼ˙ƨ ʚǫƨȳ

ǋ(ˢ) = ࡹ
πBࡽ

∫

C

ǋ(ˢ′)
ˢ′ − ˢ /ˢ′.

óʯɱɱɄʌƨ ʚǫƨ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ ŗȳ ȩ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥ Ģ ŗɼƨ ƨȳƉțɄʌƨƕ ſ˦ Cࣗ ʚǫƨȳ

ǋ(Ģ) := āǋ(Λ)ā−ࡹ =
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ǋ(ˢ)(ˢtȩ −Ģ)−ࡹ /ˢ.

yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ

Ģȋ =
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ(ˢtȩ −Ģ)−ࡹ /ˢ.

ࢉ



¡ŗǶȳ țǶȳƨŗɼ ŗțǖƨſɼŗ ʚɄɄț

éƨƉŗțț ,ŗʯƉǫ˦ऒʌ Ƕȳʚƨǖɼŗț ǑɄɼȭʯțŗࣘ yǑ ǋ Ƕʌ ŗȳŗț˦ʚǶƉ Ƕȳ ŗ ʌʯ˾ƉǶƨȳʚț˦ țŗɼǖƨ ɼƨǖǶɄȳ ŗȳƕ C Ƕʌ ʌȭɄɄʚǫࣗ
ʌǶȭɱțƨࣗ ƉțɄʌƨƕ Ɖʯɼ˙ƨ ʚǫƨȳ

ǋ(ˢ) = ࡹ
πBࡽ

∫

C

ǋ(ˢ′)
ˢ′ − ˢ /ˢ′.

óʯɱɱɄʌƨ ʚǫƨ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ ŗȳ ȩ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥ Ģ ŗɼƨ ƨȳƉțɄʌƨƕ ſ˦ Cࣗ ʚǫƨȳ

ǋ(Ģ) := āǋ(Λ)ā−ࡹ =
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ǋ(ˢ)(ˢtȩ −Ģ)−ࡹ /ˢ.

yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ

Ģȋ =
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ(ˢtȩ −Ģ)−ࡹ /ˢ.

ࢉ



¡ŗǶȳ țǶȳƨŗɼ ŗțǖƨſɼŗ ʚɄɄț

éƨƉŗțț ,ŗʯƉǫ˦ऒʌ Ƕȳʚƨǖɼŗț ǑɄɼȭʯțŗࣘ yǑ ǋ Ƕʌ ŗȳŗț˦ʚǶƉ Ƕȳ ŗ ʌʯ˾ƉǶƨȳʚț˦ țŗɼǖƨ ɼƨǖǶɄȳ ŗȳƕ C Ƕʌ ʌȭɄɄʚǫࣗ
ʌǶȭɱțƨࣗ ƉțɄʌƨƕ Ɖʯɼ˙ƨ ʚǫƨȳ

ǋ(ˢ) = ࡹ
πBࡽ

∫

C

ǋ(ˢ′)
ˢ′ − ˢ /ˢ′.

óʯɱɱɄʌƨ ʚǫƨ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ ŗȳ ȩ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥ Ģ ŗɼƨ ƨȳƉțɄʌƨƕ ſ˦ Cࣗ ʚǫƨȳ

ǋ(Ģ) := āǋ(Λ)ā−ࡹ =
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ǋ(ˢ)(ˢtȩ −Ģ)−ࡹ /ˢ.

yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ

Ģȋ =
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ(ˢtȩ −Ģ)−ࡹ /ˢ.

ࢉ



ÿ˝Ʉ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ =

ࡹ
πȩBࡽ

∫

C
ˢȋi` (ˢtȩ −Ģ)−ࡹ /ˢ

=
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ
ȩ−ࡹ ∑

ȃ δλȃ

/ˢ

ʠòĢȋʠ =

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋʠò(ˢtȩ −Ģ)−ࡹʠ /ˢ = ࡹ

πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ∑
ȃ ˍȃδλȃ

/ˢ

∑

ȃ

ˍȃδλȃ , ˍȃ = (ˉòȃ ʠ)ࡽ

ࢍ



ÿ˝Ʉ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ =

ࡹ
ȩ

ȩ∑

ȃ=ࡹ

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ(ˢ− λȃ)

ࡹ− /ˢ

=
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ
ȩ−ࡹ ∑

ȃ δλȃ

/ˢ

ʠòĢȋʠ =

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋʠò(ˢtȩ −Ģ)−ࡹʠ /ˢ = ࡹ

πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ∑
ȃ ˍȃδλȃ

/ˢ

∑

ȃ

ˍȃδλȃ , ˍȃ = (ˉòȃ ʠ)ࡽ

ࢍ



ÿ˝Ʉ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ =

ࡹ
ȩ

ȩ∑

ȃ=ࡹ

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ(ˢ− λȃ)

ࡹ− /ˢ = ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ
ȩ−ࡹ ∑

ȃ δλȃ

/ˢ

ʠòĢȋʠ =

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋʠò(ˢtȩ −Ģ)−ࡹʠ /ˢ = ࡹ

πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ∑
ȃ ˍȃδλȃ

/ˢ

∑

ȃ

ˍȃδλȃ , ˍȃ = (ˉòȃ ʠ)ࡽ

ࢍ



ÿ˝Ʉ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ =

ࡹ
ȩ

ȩ∑

ȃ=ࡹ

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ(ˢ− λȃ)

ࡹ− /ˢ = ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ
ȩ−ࡹ ∑

ȃ δλȃ

/ˢ

ʠòĢȋʠ =

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋʠò(ˢtȩ −Ģ)−ࡹʠ /ˢ = ࡹ

πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ∑
ȃ ˍȃδλȃ

/ˢ

∑

ȃ

ˍȃδλȃ , ˍȃ = (ˉòȃ ʠ)ࡽ

ࢍ



ÿ˝Ʉ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ =

ࡹ
ȩ

ȩ∑

ȃ=ࡹ

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ(ˢ− λȃ)

ࡹ− /ˢ = ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ
ȩ−ࡹ ∑

ȃ δλȃ

/ˢ

ʠòĢȋʠ =
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋʠò(ˢtȩ −Ģ)−ࡹʠ /ˢ

=
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ∑
ȃ ˍȃδλȃ

/ˢ

∑

ȃ

ˍȃδλȃ , ˍȃ = (ˉòȃ ʠ)ࡽ

ࢍ



ÿ˝Ʉ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ =

ࡹ
ȩ

ȩ∑

ȃ=ࡹ

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ(ˢ− λȃ)

ࡹ− /ˢ = ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ
ȩ−ࡹ ∑

ȃ δλȃ

/ˢ

ʠòĢȋʠ =
ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋʠò(ˢtȩ −Ģ)−ࡹʠ /ˢ = ࡹ

πBࡽ

∫

C
ˢȋ ȣ1a.(ˢ)︸ ︷︷ ︸

óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ɄǑ∑
ȃ ˍȃδλȃ

/ˢ

∑

ȃ

ˍȃδλȃ , ˍȃ = (ˉòȃ ʠ)ࡽ

ࢍ



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

¡ŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ⇔ ,țŗʌʌǶƉŗț ȭɄȭƨȳʚʌ ɄǑ Eó6⇔ ,ɄȳʚɄʯɼ Ƕȳʚƨǖɼŗțʌ ɄǑ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ ≈

∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) ≈

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ =

∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) ≈

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ

yǑ µ1a. = ࡹ
ȩ
∑ȩ

ȃ=ࡹ δλȃ(Ģ) ʚǫƨȳ ʚǫƨ ̇ɼʌʚ ≈ ſƨƉɄȭƨʌ =ࣖ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ ≈

∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) =

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ

yǑ µ1a. Ƕʌ ʚǫƨ țǶȭǶʚǶȳǖ Eó6 ʚǫƨȳ ʚǫƨ ʌƨƉɄȳƕ ≈ ſƨƉɄȭƨʌ =ࣖ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ࡹ
ȩ i`Ģȋ ≈

∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) =

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ

yǑ µ1a. Ƕʌ ʚǫƨ țǶȭǶʚǶȳǖ Eó6 ʚǫƨȳ ƨɼɼɄɼʌ ŗɼƨ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ Ʉȳ ʚǫƨ Ʉɼƕƨɼ ɄǑ ȩࣖ/ࡹ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ʠòĢȋʠ ≈
∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) ≈

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ʠòĢȋʠ =

∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) ≈

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ

yǑ µ1a. =
∑ȩ

ȃ=ࡹ ˍȃδλȃ(Ģ)ࣗ ˍȃ = (ˉòȃ ʠ)ࡽ ǑɄɼ ƨǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼʌ ˉȃ ʚǫƨȳ ʚǫƨ ̇ɼʌʚ ≈ ſƨƉɄȭƨʌ =ࣖ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ʠòĢȋʠ ≈
∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) =

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ

yǑ µ1a. Ƕʌ ʚǫƨ țǶȭǶʚǶȳǖ Eó6 ʚǫƨȳ ƨɼɼɄɼʌ ŗɼƨ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ Ʉȳ ʚǫƨ Ʉɼƕƨɼ ɄǑ /ࡹ
√
ȩࣖ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ʠòĢȋʠ ≈
∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) ≈

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ

yǑ ŗ ʌʚŗʚǶʌʚǶƉࣗ ࣯˝ǫǶƉǫ ȭǶǖǫʚ ſƨ ʚǫƨ ƨɼɼɄɼ ƨȳƉɄʯȳʚƨɼƨƕ Ƕȳࣗ Ʉɼ ʚǫƨ ɼʯȳʚǶȭƨ ɄǑࣗ ŗȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣱ ƕƨɱƨȳƕʌ
ʌʚɼɄȳǖț˦ Ʉȳ ʚǫƨʌƨ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨƕ ȭɄȭƨȳʚʌࣗ Ƕʚ ȭŗ˦ ſƨ ŗȳŗț˦˲ŗſțƨ ƕǶɼƨƉʚț˦ ʯʌǶȳǖ é¡ÿࣖ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ʠòĢȋʠ =

∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) ≈

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ µ1a. =

∑Ɛ
ȃ=ࡹ ˍȃδλȃ(Ģ)

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯�ȳɄ˝țƨʌ ŗȳƕ ĸǶȳ ࣱࣹ࢑ࡹࡱࡽࣷ
bɄɼ ŗ țŗɼǖƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ Ģ ʚǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ȭƨŗʌʯɼƨ µa*J ˝Ƕʚǫ
óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ȣa*J ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ

Pr
(∣∣∣ŗò(Ģ− ˢtȩ)−ࡹŻ− (ŗòŻ)ȣa*J(ˢ)

∣∣∣ ≥ ‖ŗ‖‖Ż‖ʋ
)
= ­(ȩ−3)

ǑɄɼ ŗȳ˦ 3 > ࣗࡱ ʯȳǶǑɄɼȭț˦ Ƕȳ ŗ țŗɼǖƨ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ʚǫƨ ƉɄȭɱțƨ˥ ɱțŗȳƨࣖ

࢑



�ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ȭŗʚɼǶ˥ ȭɄȭƨȳʚʌ

� ȭŗǶȳ é¡ÿ ʚŗȕƨŗ˝ŗ˦ࣘ

ʠòĢȋʠ =

∫

R
˕ȋµ1a.(/˕) ≈

ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ µ1a. =

∑Ɛ
ȃ=ࡹ ˍȃδλȃ(Ģ)

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯�ȳɄ˝țƨʌ ŗȳƕ ĸǶȳ ࣱࣹ࢑ࡹࡱࡽࣷ
bɄɼ ŗ țŗɼǖƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ Ģ ʚǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ȭƨŗʌʯɼƨ µa*J ˝Ƕʚǫ
óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ȣa*J ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ

Pr (|ȣ1a.(ˢ)−ȣa*J(ˢ)| ≥ ʋ) = ­(ȩ−3)

ǑɄɼ ŗȳ˦ 3 > ࣗࡱ ʯȳǶǑɄɼȭț˦ Ƕȳ ŗ țŗɼǖƨ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ʚǫƨ ƉɄȭɱțƨ˥ ɱțŗȳƨࣖ

࢑



éƨʌɄț˙ƨȳʚ ƨʌʚǶȭŗʚƨʌ țƨŗƕ ʚɄ ȭɄȭƨȳʚ ƨʌʚǶȭŗʚƨʌ

ʠòĢȋʠ ≈ ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ ≈ ࡹ

πBࡽ

∫

C
ˢȋȣa*J(ˢ) /ˢ =

∫

R
˕ȋµa*J(/˕)

ʠò×(Ģ)ʠ ≈
∫

R
×(˕)µa*J(/˕)

࢕



éƨʌɄț˙ƨȳʚ ƨʌʚǶȭŗʚƨʌ țƨŗƕ ʚɄ ȭɄȭƨȳʚ ƨʌʚǶȭŗʚƨʌ

ʠòĢȋʠ ≈ ࡹ
πBࡽ

∫

C
ˢȋȣ1a.(ˢ) /ˢ ≈ ࡹ

πBࡽ

∫

C
ˢȋȣa*J(ˢ) /ˢ =

∫

R
˕ȋµa*J(/˕)

ʠò×(Ģ)ʠ ≈
∫

R
×(˕)µa*J(/˕)

࢕



�țǖɄɼǶʚǫȭ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨʌ ࣯ɼʯȳʚǶȭƨʌࣱ



óʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ɼʯȳʚǶȭƨʌ

¶ʯɼ ŗſʌʚɼŗƉʚ ʌƨʚʯɱ ʚɄ ŗȳŗț˦˲ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ Ƕʌ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ óʯɱɱɄʌƨ ̇ɼʌʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ǶȳʚɼǶȳʌǶƉ ȳɄʚǶɄȳ
ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ ȩࣖ

࣢ �ƨʚ A ſƨ ŗȳ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚɄ ʌɄț˙ƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭ ×ȩ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗȳ ȩ× ȩ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭ ˝Ƕʚǫ ǖɼŗƕǶƨȳʚ
ƕƨʌƉƨȳʚࣱࣖ

࣢ yȳƉțʯƕƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ ˝ƨ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ȭƨŗʌʯɼƨ ɄǑ ƨɼɼɄɼ Bȋ(×ȩ;A) ŗʚ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ȋ
࣯ƨࣖǖࣖࣗ ȳɄɼȭ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱࣖ

࣢ �ƨʚ E ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ŗ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ˝ǫǶƉǫ ɱɼɄſțƨȭʌ ×ȩ ŗɼƨ ƕɼŗ˝ȳ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ŗȳƕ
˙ƨƉʚɄɼ ǑɄɼ ŗ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭࣱࣖ

࣢ ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ Ƕʌ ʚǫƨȳ ƕƨ̇ȳƨƕ ŗʌ

òA(×ȩ, ε) = min{ȋ : Bȋ(×ȩ;A) < ε}.

࢙



óʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ɼʯȳʚǶȭƨʌ

¶ʯɼ ŗſʌʚɼŗƉʚ ʌƨʚʯɱ ʚɄ ŗȳŗț˦˲ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ Ƕʌ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ óʯɱɱɄʌƨ ̇ɼʌʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ǶȳʚɼǶȳʌǶƉ ȳɄʚǶɄȳ
ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ ȩࣖ

࣢ �ƨʚ A ſƨ ŗȳ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚɄ ʌɄț˙ƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭ ×ȩ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗȳ ȩ× ȩ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭ ˝Ƕʚǫ ǖɼŗƕǶƨȳʚ
ƕƨʌƉƨȳʚࣱࣖ

࣢ yȳƉțʯƕƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ ˝ƨ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ȭƨŗʌʯɼƨ ɄǑ ƨɼɼɄɼ Bȋ(×ȩ;A) ŗʚ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ȋ
࣯ƨࣖǖࣖࣗ ȳɄɼȭ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱࣖ

࣢ �ƨʚ E ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ŗ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ˝ǫǶƉǫ ɱɼɄſțƨȭʌ ×ȩ ŗɼƨ ƕɼŗ˝ȳ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ŗȳƕ
˙ƨƉʚɄɼ ǑɄɼ ŗ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭࣱࣖ

࣢ ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ Ƕʌ ʚǫƨȳ ƕƨ̇ȳƨƕ ŗʌ

òA(×ȩ, ε) = min{ȋ : Bȋ(×ȩ;A) < ε}.

࢙



óʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ɼʯȳʚǶȭƨʌ

¶ʯɼ ŗſʌʚɼŗƉʚ ʌƨʚʯɱ ʚɄ ŗȳŗț˦˲ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ Ƕʌ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ óʯɱɱɄʌƨ ̇ɼʌʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ǶȳʚɼǶȳʌǶƉ ȳɄʚǶɄȳ
ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ ȩࣖ

࣢ �ƨʚ A ſƨ ŗȳ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚɄ ʌɄț˙ƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭ ×ȩ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗȳ ȩ× ȩ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭ ˝Ƕʚǫ ǖɼŗƕǶƨȳʚ
ƕƨʌƉƨȳʚࣱࣖ

࣢ yȳƉțʯƕƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ ˝ƨ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ȭƨŗʌʯɼƨ ɄǑ ƨɼɼɄɼ Bȋ(×ȩ;A) ŗʚ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ȋ
࣯ƨࣖǖࣖࣗ ȳɄɼȭ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱࣖ

࣢ �ƨʚ E ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ŗ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ˝ǫǶƉǫ ɱɼɄſțƨȭʌ ×ȩ ŗɼƨ ƕɼŗ˝ȳ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ŗȳƕ
˙ƨƉʚɄɼ ǑɄɼ ŗ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭࣱࣖ

࣢ ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ Ƕʌ ʚǫƨȳ ƕƨ̇ȳƨƕ ŗʌ

òA(×ȩ, ε) = min{ȋ : Bȋ(×ȩ;A) < ε}.

࢙



óʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ɼʯȳʚǶȭƨʌ

¶ʯɼ ŗſʌʚɼŗƉʚ ʌƨʚʯɱ ʚɄ ŗȳŗț˦˲ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ Ƕʌ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ óʯɱɱɄʌƨ ̇ɼʌʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ǶȳʚɼǶȳʌǶƉ ȳɄʚǶɄȳ
ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ ȩࣖ

࣢ �ƨʚ A ſƨ ŗȳ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚɄ ʌɄț˙ƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭ ×ȩ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗȳ ȩ× ȩ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭ ˝Ƕʚǫ ǖɼŗƕǶƨȳʚ
ƕƨʌƉƨȳʚࣱࣖ

࣢ yȳƉțʯƕƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ ˝ƨ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ȭƨŗʌʯɼƨ ɄǑ ƨɼɼɄɼ Bȋ(×ȩ;A) ŗʚ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ȋ
࣯ƨࣖǖࣖࣗ ȳɄɼȭ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱࣖ

࣢ �ƨʚ E ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ŗ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ˝ǫǶƉǫ ɱɼɄſțƨȭʌ ×ȩ ŗɼƨ ƕɼŗ˝ȳ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ŗȳƕ
˙ƨƉʚɄɼ ǑɄɼ ŗ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭࣱࣖ

࣢ ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ Ƕʌ ʚǫƨȳ ƕƨ̇ȳƨƕ ŗʌ

òA(×ȩ, ε) = min{ȋ : Bȋ(×ȩ;A) < ε}.

࢙



óʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ɼʯȳʚǶȭƨʌ

¶ʯɼ ŗſʌʚɼŗƉʚ ʌƨʚʯɱ ʚɄ ŗȳŗț˦˲ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ Ƕʌ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ óʯɱɱɄʌƨ ̇ɼʌʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ǶȳʚɼǶȳʌǶƉ ȳɄʚǶɄȳ
ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ ȩࣖ

࣢ �ƨʚ A ſƨ ŗȳ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚɄ ʌɄț˙ƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭ ×ȩ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗȳ ȩ× ȩ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭ ˝Ƕʚǫ ǖɼŗƕǶƨȳʚ
ƕƨʌƉƨȳʚࣱࣖ

࣢ yȳƉțʯƕƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ ˝ƨ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ȭƨŗʌʯɼƨ ɄǑ ƨɼɼɄɼ Bȋ(×ȩ;A) ŗʚ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ȋ
࣯ƨࣖǖࣖࣗ ȳɄɼȭ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚࣱࣖ

࣢ �ƨʚ E ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ŗ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ˝ǫǶƉǫ ɱɼɄſțƨȭʌ ×ȩ ŗɼƨ ƕɼŗ˝ȳ ࣯ƨࣖǖࣖࣗ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ŗȳƕ
˙ƨƉʚɄɼ ǑɄɼ ŗ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭࣱࣖ

࣢ ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ Ƕʌ ʚǫƨȳ ƕƨ̇ȳƨƕ ŗʌ

òA(×ȩ, ε) = min{ȋ : Bȋ(×ȩ;A) < ε}.

࢙



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

âɼɄſŗſț˦ ʚǫƨ ȭɄʌʚ ǑŗȭɄʯʌࣗ ŗȳƕ ȭŗ˦ſƨ ʚǫƨ ȭɄʌʚ Ƕȳ̈ʯƨȳʚǶŗțࣗ ǶȳʌʚŗȳƉƨ ɄǑ ʚǫƨ ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ
ŗȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ ˝ŗʌ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ƕƨ˙ƨțɄɱƨƕ ſ˦ 6ŗȳʚ˲Ƕǖ ࣹࡹࢉ࢙ࡹࣷ ǑɄɼ țǶȳƨŗɼ
ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖ ࣯ʌƨƨ ŗțʌɄ 6ŗȳʚ˲Ƕǖ ࣱࣹࣖࡱ࢙࢙ࡹࣷ

bɄɼ ȭŗȳ˦ ˦ƨŗɼʌ ŗǒʚƨɼ Ƕʚʌ ǶȳƉƨɱʚǶɄȳ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ǫŗƕ ȳɄ ɱɼɄ˙ŗſțƨ ƉɄȭɱțƨ˥Ƕʚ˦ ǖʯŗɼŗȳʚƨƨʌࣖ
yȳƕƨƨƕࣗ ˝Ƕʚǫ ŗ ̇˥ƨƕ ɱǶ˙Ʉʚ ɼʯțƨࣗ ʚǫƨɼƨ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ɱɼɄſțƨȭ Ʉȳ ˝ǫǶƉǫ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ʚŗȕƨʌ
ŗȳ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚǶŗțț˦ țŗɼǖƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ʌʚƨɱʌࣖ

6ƨʌɱǶʚƨ ʚǫƨ ƨ˥ǶʌʚƨȳƉƨ ɄǑ Ʉʚǫƨɼ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǑɄɼ țǶȳƨŗɼ ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖ ˝Ƕʚǫ ɱɼɄ˙ŗſțƨ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ɼʯȳʚǶȭƨ
ǖʯŗɼŗȳʚƨƨʌࣗ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ɱƨɼʌǶʌʚƨƕ ŗʌ ʚǫƨ ȭɄʌʚ ˝Ƕƕƨț˦ ʯʌƨƕ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣖ

ࡱࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

âɼɄſŗſț˦ ʚǫƨ ȭɄʌʚ ǑŗȭɄʯʌࣗ ŗȳƕ ȭŗ˦ſƨ ʚǫƨ ȭɄʌʚ Ƕȳ̈ʯƨȳʚǶŗțࣗ ǶȳʌʚŗȳƉƨ ɄǑ ʚǫƨ ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ
ŗȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ ˝ŗʌ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ƕƨ˙ƨțɄɱƨƕ ſ˦ 6ŗȳʚ˲Ƕǖ ࣹࡹࢉ࢙ࡹࣷ ǑɄɼ țǶȳƨŗɼ
ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖ ࣯ʌƨƨ ŗțʌɄ 6ŗȳʚ˲Ƕǖ ࣱࣹࣖࡱ࢙࢙ࡹࣷ

bɄɼ ȭŗȳ˦ ˦ƨŗɼʌ ŗǒʚƨɼ Ƕʚʌ ǶȳƉƨɱʚǶɄȳ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ǫŗƕ ȳɄ ɱɼɄ˙ŗſțƨ ƉɄȭɱțƨ˥Ƕʚ˦ ǖʯŗɼŗȳʚƨƨʌࣖ
yȳƕƨƨƕࣗ ˝Ƕʚǫ ŗ ̇˥ƨƕ ɱǶ˙Ʉʚ ɼʯțƨࣗ ʚǫƨɼƨ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ɱɼɄſțƨȭ Ʉȳ ˝ǫǶƉǫ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ʚŗȕƨʌ
ŗȳ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚǶŗțț˦ țŗɼǖƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ʌʚƨɱʌࣖ

6ƨʌɱǶʚƨ ʚǫƨ ƨ˥ǶʌʚƨȳƉƨ ɄǑ Ʉʚǫƨɼ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǑɄɼ țǶȳƨŗɼ ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖ ˝Ƕʚǫ ɱɼɄ˙ŗſțƨ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ɼʯȳʚǶȭƨ
ǖʯŗɼŗȳʚƨƨʌࣗ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ɱƨɼʌǶʌʚƨƕ ŗʌ ʚǫƨ ȭɄʌʚ ˝Ƕƕƨț˦ ʯʌƨƕ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣖ

ࡱࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

âɼɄſŗſț˦ ʚǫƨ ȭɄʌʚ ǑŗȭɄʯʌࣗ ŗȳƕ ȭŗ˦ſƨ ʚǫƨ ȭɄʌʚ Ƕȳ̈ʯƨȳʚǶŗțࣗ ǶȳʌʚŗȳƉƨ ɄǑ ʚǫƨ ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ
ŗȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ ˝ŗʌ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ƕƨ˙ƨțɄɱƨƕ ſ˦ 6ŗȳʚ˲Ƕǖ ࣹࡹࢉ࢙ࡹࣷ ǑɄɼ țǶȳƨŗɼ
ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖ ࣯ʌƨƨ ŗțʌɄ 6ŗȳʚ˲Ƕǖ ࣱࣹࣖࡱ࢙࢙ࡹࣷ

bɄɼ ȭŗȳ˦ ˦ƨŗɼʌ ŗǒʚƨɼ Ƕʚʌ ǶȳƉƨɱʚǶɄȳ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ǫŗƕ ȳɄ ɱɼɄ˙ŗſțƨ ƉɄȭɱțƨ˥Ƕʚ˦ ǖʯŗɼŗȳʚƨƨʌࣖ
yȳƕƨƨƕࣗ ˝Ƕʚǫ ŗ ̇˥ƨƕ ɱǶ˙Ʉʚ ɼʯțƨࣗ ʚǫƨɼƨ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ɱɼɄſțƨȭ Ʉȳ ˝ǫǶƉǫ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ʚŗȕƨʌ
ŗȳ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚǶŗțț˦ țŗɼǖƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ʌʚƨɱʌࣖ

6ƨʌɱǶʚƨ ʚǫƨ ƨ˥ǶʌʚƨȳƉƨ ɄǑ Ʉʚǫƨɼ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǑɄɼ țǶȳƨŗɼ ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖ ˝Ƕʚǫ ɱɼɄ˙ŗſțƨ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ɼʯȳʚǶȭƨ
ǖʯŗɼŗȳʚƨƨʌࣗ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ɱƨɼʌǶʌʚƨƕ ŗʌ ʚǫƨ ȭɄʌʚ ˝Ƕƕƨț˦ ʯʌƨƕ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣖ

ࡱࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

$Ʉɼǖ˝ŗɼƕʚ ࣹ࢑࢕࢙ࡹࣷ ŗȳƕࣗ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚț ࣗ˦ óȭŗțƨ ࣹࢁ࢕࢙ࡹࣷ ɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫŗʚ ʯȳƕƨɼ ƉƨɼʚŗǶȳ ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ
ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌ ŗȳƕ ʯȳƕƨɼ ƉƨɼʚŗǶȳ ɱǶ˙Ʉʚ ɼʯțƨʌࣗ ʚǫƨ ƨ˥ɱƨƉʚƨƕ ɼʯȳʚǶȭƨ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ
ɱɄț˦ȳɄȭǶŗțࣘ

EòaBKTH2t(×ȩ; ε) ≤ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Ƕȳ ȩ.

�ǶȭǶʚƨƕ Ʉȳț˦ ſ˦ ʚǫƨǶɼ ʌʚŗʚǶʌʚǶƉŗț ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌࣗ ʚǫƨʌƨ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨƕࣗ ŗʚ țƨŗʌʚ ƉɄȳƉƨɱʚʯŗțț ࣗ˦
˝ǫ˦ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ ſƨǫŗ˙ƨʌ ˝ƨțț ŗȳƕ Ƕʌ ƨ˾ƉǶƨȳʚࣖ

ÿǫƨ ʌʯſʌƨɸʯƨȳʚ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ſ˦ óɱǶƨțȭŗȳ ŗȳƕ ÿƨȳǖ ࣹࢅࡱࡱࡽࣷ ǶȭɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫƨʌƨ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ſ˦ ɱɼɄ˙ǶƕǶȳǖ
ƨʌʚǶȭŗʚƨʌ ǑɄɼ ɼŗȳƕɄȭț˦ ɱƨɼʚʯɼſƨƕ țǶȳƨŗɼ ɱɼɄǖɼŗȭʌࣖ ÿǫǶʌ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ǫŗʌ ʌǶȳƉƨ ſƨƨȳ ǶȭɱɼɄ˙ƨƕࣗ ʌƨƨ
ࣷ6ŗƕʯʌǫ ŗȳƕ pʯǶſƨɼʚʌ ࣹࣗࡱࡽࡱࡽࣷ Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳ ࣹ࢙ࣗࡱࡱࡽࣷ 6ƨʌǫɱŗȳƕƨ ŗȳƕ óɱǶƨțȭŗȳ ࣹࣹࣗࢉࡱࡱࡽࣷ ǑɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣖ

ࡹࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

$Ʉɼǖ˝ŗɼƕʚ ࣹ࢑࢕࢙ࡹࣷ ŗȳƕࣗ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚț ࣗ˦ óȭŗțƨ ࣹࢁ࢕࢙ࡹࣷ ɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫŗʚ ʯȳƕƨɼ ƉƨɼʚŗǶȳ ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ
ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌ ŗȳƕ ʯȳƕƨɼ ƉƨɼʚŗǶȳ ɱǶ˙Ʉʚ ɼʯțƨʌࣗ ʚǫƨ ƨ˥ɱƨƉʚƨƕ ɼʯȳʚǶȭƨ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ
ɱɄț˦ȳɄȭǶŗțࣘ

EòaBKTH2t(×ȩ; ε) ≤ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Ƕȳ ȩ.

�ǶȭǶʚƨƕ Ʉȳț˦ ſ˦ ʚǫƨǶɼ ʌʚŗʚǶʌʚǶƉŗț ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌࣗ ʚǫƨʌƨ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨƕࣗ ŗʚ țƨŗʌʚ ƉɄȳƉƨɱʚʯŗțț ࣗ˦
˝ǫ˦ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ ſƨǫŗ˙ƨʌ ˝ƨțț ŗȳƕ Ƕʌ ƨ˾ƉǶƨȳʚࣖ

ÿǫƨ ʌʯſʌƨɸʯƨȳʚ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ſ˦ óɱǶƨțȭŗȳ ŗȳƕ ÿƨȳǖ ࣹࢅࡱࡱࡽࣷ ǶȭɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫƨʌƨ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ſ˦ ɱɼɄ˙ǶƕǶȳǖ
ƨʌʚǶȭŗʚƨʌ ǑɄɼ ɼŗȳƕɄȭț˦ ɱƨɼʚʯɼſƨƕ țǶȳƨŗɼ ɱɼɄǖɼŗȭʌࣖ ÿǫǶʌ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ǫŗʌ ʌǶȳƉƨ ſƨƨȳ ǶȭɱɼɄ˙ƨƕࣗ ʌƨƨ
ࣷ6ŗƕʯʌǫ ŗȳƕ pʯǶſƨɼʚʌ ࣹࣗࡱࡽࡱࡽࣷ Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳ ࣹ࢙ࣗࡱࡱࡽࣷ 6ƨʌǫɱŗȳƕƨ ŗȳƕ óɱǶƨțȭŗȳ ࣹࣹࣗࢉࡱࡱࡽࣷ ǑɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣖ

ࡹࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

$Ʉɼǖ˝ŗɼƕʚ ࣹ࢑࢕࢙ࡹࣷ ŗȳƕࣗ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚț ࣗ˦ óȭŗțƨ ࣹࢁ࢕࢙ࡹࣷ ɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫŗʚ ʯȳƕƨɼ ƉƨɼʚŗǶȳ ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ
ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌ ŗȳƕ ʯȳƕƨɼ ƉƨɼʚŗǶȳ ɱǶ˙Ʉʚ ɼʯțƨʌࣗ ʚǫƨ ƨ˥ɱƨƉʚƨƕ ɼʯȳʚǶȭƨ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ
ɱɄț˦ȳɄȭǶŗțࣘ

EòaBKTH2t(×ȩ; ε) ≤ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Ƕȳ ȩ.

�ǶȭǶʚƨƕ Ʉȳț˦ ſ˦ ʚǫƨǶɼ ʌʚŗʚǶʌʚǶƉŗț ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌࣗ ʚǫƨʌƨ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨƕࣗ ŗʚ țƨŗʌʚ ƉɄȳƉƨɱʚʯŗțț ࣗ˦
˝ǫ˦ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚ˦ɱǶƉŗțț˦ ſƨǫŗ˙ƨʌ ˝ƨțț ŗȳƕ Ƕʌ ƨ˾ƉǶƨȳʚࣖ

ÿǫƨ ʌʯſʌƨɸʯƨȳʚ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ſ˦ óɱǶƨțȭŗȳ ŗȳƕ ÿƨȳǖ ࣹࢅࡱࡱࡽࣷ ǶȭɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫƨʌƨ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ſ˦ ɱɼɄ˙ǶƕǶȳǖ
ƨʌʚǶȭŗʚƨʌ ǑɄɼ ɼŗȳƕɄȭț˦ ɱƨɼʚʯɼſƨƕ țǶȳƨŗɼ ɱɼɄǖɼŗȭʌࣖ ÿǫǶʌ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ǫŗʌ ʌǶȳƉƨ ſƨƨȳ ǶȭɱɼɄ˙ƨƕࣗ ʌƨƨ
ࣷ6ŗƕʯʌǫ ŗȳƕ pʯǶſƨɼʚʌ ࣹࣗࡱࡽࡱࡽࣷ Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳ ࣹ࢙ࣗࡱࡱࡽࣷ 6ƨʌǫɱŗȳƕƨ ŗȳƕ óɱǶƨțȭŗȳ ࣹࣹࣗࢉࡱࡱࡽࣷ ǑɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣖ

ࡹࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

ÿǫǶʌ ǫǶǖǫțǶǖǫʚʌ ʌɄȭƨʚǫǶȳǖ ˝ƨ ˝Ƕțț ǑŗƉƨ ǫƨɼƨࣘ İǫǶțƨ ˝ƨ ˝Ƕțț ǖɄ ʚǫɼɄʯǖǫ ʚǫƨ ɱɼƨƉǶʌƨ ŗ˙ƨɼŗǖƨ Ɖŗʌƨ
ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ʌɄȭƨ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣗ Ʉȳƨ Ɖŗȳ ŗț˝ŗ˦ʌ ʚŗȕƨ Ƕʌʌʯƨ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʯȳƕƨɼț˦Ƕȳǖ ʌʚŗʚǶʌʚǶƉŗț
ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌ ˝ƨ ȭŗȕƨࣖ

bɄɼ ŗȳ˦ ŗ˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌ Ʉȳƨ ǫɄɱƨʌ ʚɄ ƉɄȳʚǶȳʯƨ ʚɄࣘ

࣢ E˥ɱŗȳƕ ʚǫƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳʌ ʚǫŗʚ Ɖŗȳ ſƨ ƉɄȳʌǶƕƨɼƨƕࣖ
࣢ yȳƉɼƨŗʌƨ ʚǫƨ ɱɼƨƉǶʌǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨʌʯțʚǶȳǖ ƨʌʚǶȭŗʚƨʌࣖ
࣢ ,ɄțțƨƉʚ ŗƕƕǶʚǶɄȳŗț ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ʚǫŗʚ Ɖŗȳ ſƨ ŗȳŗț˦˲ƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʌŗȭƨ Ʉɼ ʌǶȭǶțŗɼ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨʌࣖ

ࡽࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

ÿǫǶʌ ǫǶǖǫțǶǖǫʚʌ ʌɄȭƨʚǫǶȳǖ ˝ƨ ˝Ƕțț ǑŗƉƨ ǫƨɼƨࣘ İǫǶțƨ ˝ƨ ˝Ƕțț ǖɄ ʚǫɼɄʯǖǫ ʚǫƨ ɱɼƨƉǶʌƨ ŗ˙ƨɼŗǖƨ Ɖŗʌƨ
ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ʌɄȭƨ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣗ Ʉȳƨ Ɖŗȳ ŗț˝ŗ˦ʌ ʚŗȕƨ Ƕʌʌʯƨ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʯȳƕƨɼț˦Ƕȳǖ ʌʚŗʚǶʌʚǶƉŗț
ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌ ˝ƨ ȭŗȕƨࣖ

bɄɼ ŗȳ˦ ŗ˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌ Ʉȳƨ ǫɄɱƨʌ ʚɄ ƉɄȳʚǶȳʯƨ ʚɄࣘ

࣢ E˥ɱŗȳƕ ʚǫƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳʌ ʚǫŗʚ Ɖŗȳ ſƨ ƉɄȳʌǶƕƨɼƨƕࣖ
࣢ yȳƉɼƨŗʌƨ ʚǫƨ ɱɼƨƉǶʌǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨʌʯțʚǶȳǖ ƨʌʚǶȭŗʚƨʌࣖ
࣢ ,ɄțțƨƉʚ ŗƕƕǶʚǶɄȳŗț ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ʚǫŗʚ Ɖŗȳ ſƨ ŗȳŗț˦˲ƨƕ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʌŗȭƨ Ʉɼ ʌǶȭǶțŗɼ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨʌࣖ

ࡽࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

İƨ ŗțʌɄ ǫǶǖǫțǶǖǫʚ ʚ˝Ʉ Ʉʚǫƨɼ ʌʯƉƉƨʌʌ ʌʚɄɼǶƨʌ Ƕȳ ŗ˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌࣖ ÿǫƨʌƨ ŗɼƨ ɄǑ ŗ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ̈ŗ˙Ʉɼ
ſƨƉŗʯʌƨ ɼŗȳƕɄȭǶ˲ŗʚǶɄȳ Ƕʌ ǶȳʚɼɄƕʯƉƨƕ ʚɄ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ʚɄ ǶȭɱɼɄ˙ƨ ʚǫƨǶɼ ɱƨɼǑɄɼȭŗȳƉƨࣖ �ȳƕ
ʌʯſʌƨɸʯƨȳʚț ࣗ˦ Ʉȳƨ ǫŗʌ ŗ ȳŗʚʯɼŗț ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ Ʉ˙ƨɼ ˝ǫǶƉǫ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ ŗ˙ƨɼŗǖƨʌࣗ ſʯʚ ʚǫƨ ɱɼɄſțƨȭ
ſƨǶȳǖ ʌɄț˙ƨƕ Ƕʌ ƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉࣖ

ÿǫƨ ̇ɼʌʚ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ ʚǫƨ ɱɄ˝ƨɼ ȭƨʚǫɄƕ ˝Ƕʚǫ ɼŗȳƕɄȭǶ˲ƨƕ ʌʚŗɼʚǶȳǖࣖ ÿǫƨ ɱɄ˝ƨɼ ȭƨʚǫɄƕ Ƕʌ ŗȳ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨ ƕɄȭǶȳŗȳʚ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ ࣯ɱɼɄ˙Ƕƕƨƕ Ƕʚ ƨ˥Ƕʌʚʌࣱ ɄǑ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ࣖ yʚ ŗțʌɄ ŗțʌɄ
ŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨʌ ʚǫƨ ƕɄȭǶȳŗȳʚ ƨǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼࣖ

ࢁࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

İƨ ŗțʌɄ ǫǶǖǫțǶǖǫʚ ʚ˝Ʉ Ʉʚǫƨɼ ʌʯƉƉƨʌʌ ʌʚɄɼǶƨʌ Ƕȳ ŗ˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌࣖ ÿǫƨʌƨ ŗɼƨ ɄǑ ŗ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ̈ŗ˙Ʉɼ
ſƨƉŗʯʌƨ ɼŗȳƕɄȭǶ˲ŗʚǶɄȳ Ƕʌ ǶȳʚɼɄƕʯƉƨƕ ʚɄ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ʚɄ ǶȭɱɼɄ˙ƨ ʚǫƨǶɼ ɱƨɼǑɄɼȭŗȳƉƨࣖ �ȳƕ
ʌʯſʌƨɸʯƨȳʚț ࣗ˦ Ʉȳƨ ǫŗʌ ŗ ȳŗʚʯɼŗț ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ Ʉ˙ƨɼ ˝ǫǶƉǫ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ ŗ˙ƨɼŗǖƨʌࣗ ſʯʚ ʚǫƨ ɱɼɄſțƨȭ
ſƨǶȳǖ ʌɄț˙ƨƕ Ƕʌ ƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉࣖ

ÿǫƨ ̇ɼʌʚ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ ʚǫƨ ɱɄ˝ƨɼ ȭƨʚǫɄƕ ˝Ƕʚǫ ɼŗȳƕɄȭǶ˲ƨƕ ʌʚŗɼʚǶȳǖࣖ ÿǫƨ ɱɄ˝ƨɼ ȭƨʚǫɄƕ Ƕʌ ŗȳ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨ ƕɄȭǶȳŗȳʚ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ ࣯ɱɼɄ˙Ƕƕƨƕ Ƕʚ ƨ˥Ƕʌʚʌࣱ ɄǑ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ࣖ yʚ ŗțʌɄ ŗțʌɄ
ŗɱɱɼɄ˥Ƕȭŗʚƨʌ ʚǫƨ ƕɄȭǶȳŗȳʚ ƨǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼࣖ

ࢁࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

ÿǫƨ ɱɄ˝ƨɼ ȭƨʚǫɄƕ

ࣖࡹ ࡱ˕ Ƕʌ ʚǫƨ ǶȳǶʚǶŗț ˙ƨƉʚɄɼࣗ ‖ࡱ˕‖ = ࡹ ŗȳƕ Ģ Ƕʌ ǖǶ˙ƨȳࣖ
ࣖࡽ bɄɼ ȋ = ,ࡹ ,ࡽ . . .

ࡽ ࣖࡹ ,Ʉȭɱʯʚƨ ˉȋ = Ģ˕ȋ−ࡹ
ࡽࣖࡽ ,Ʉȭɱʯʚƨ µȋ = ˉòȋ˕ȋ−ࡹ
ࢁࣖࡽ ,Ʉȭɱʯʚƨ ˕ȋ = ˉȋ/‖ˉȋ‖

ÿǫƨ Ƕʚƨɼŗʚƨʌ µȋࣗ ʯȳƕƨɼ ȭǶțƕ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳʌࣗ ˝Ƕțț ƉɄȳ˙ƨɼǖƨ ʚɄ ʚǫƨ ƕɄȭǶȳŗȳʚ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ ɄǑ Ģࣖ yʚ Ƕʌ
˝ƨțțࣽȕȳɄ˝ȳ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ɱɄ˝ƨɼ ȭƨʚǫɄƕ ˝Ƕțț ƉɄȳ˙ƨɼǖƨ ŗʚ ŗ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚǶŗț ɼŗʚƨ ƕƨɱƨȳƕǶȳǖ Ʉȳ ʚǫƨ ɼŗʚǶɄ ɄǑ
ʚǫƨ țŗɼǖƨʌʚࣽʚɄࣽȳƨ˥ʚࣽțŗɼǖƨʌʚ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ ࣯ŗ ɼƨțŗʚǶ˙ƨ ʌɱƨƉʚɼŗț ǖŗɱࣱࣖ

ࢅࡹ



yǑ Ģ Ƕʌ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ʌƨȭǶࣽƕƨ̇ȳǶʚƨ ŗȳƕ ࡱ˕ Ƕʌ ƉǫɄʌƨȳ ɼŗȳƕɄȭț˦ ࡱ˕࣯ = PR�TCPFQO�TCPFP
P�ࣗ
ࡱ˕ ← ࣱࣗ‖ࡱ˕‖/ࡱ˕ ʚǫƨȳ Ƕʚ ˝ŗʌ ʌǫɄ˝ȳ Ƕȳ �ʯƉ˲˦ȴʌȕǶ ŗȳƕ İɄ˳ȳǶŗȕɄ˝ʌȕǶ ࣹࡽ࢙࢙ࡹࣷ ʚǫŗʚ ŗ ʌɱƨƉʚɼŗț ǖŗɱ Ƕʌ ȳɄʚ
ȳƨƨƕ ʚɄ ǖƨʚ ŗ˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ ƨɼɼɄɼ ſɄʯȳƕʌ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄɼȭࣘ

E |µȋ − λmax|
|λmax − λmin|︸ ︷︷ ︸
Bȋ(×ȩ;SQr2`)

≤ ࡹ࢑࢕.ࡱ log ȩȋ− ࡹ .

ÿǫƨ ɱɄ˝ƨɼ ȭƨʚǫɄƕ Ɖŗȳ ŗțʌɄ ſƨ ŗȳŗț˦˲ƨƕ Ʉȳ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣗ ʌƨƨ �Ʉʌʚțŗȳ ࣹࣗ࢕࢕࢙ࡹࣷ 6ƨǶǒʚ ŗȳƕ ÿɼɄǖƕɄȳ
ࣹࣖ࢑ࡹࡱࡽࣷ

ࢉࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

�ŗʌʚț ࣗ˦ ŗ ƕǶʌƉʯʌʌǶɄȳ ʚǫŗʚ Ƕʌ ƉțɄʌƨɼ ʚɄ ʚǫƨ ǫƨŗɼʚ ɄǑ ʚǫƨ ȭŗʚʚƨɼ Ƕʌ ʚǫƨ ˝Ʉɼȕ ɄǑ óʚɼɄǫȭƨɼ ŗȳƕ Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳ
ࣹ࢙ࡱࡱࡽࣷ Ʉȳ ʚǫƨ ɼŗȳƕɄȭǶ˲ƨƕ ˙ƨɼʌǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɄɼǶǖǶȳŗț �ŗƉ˲ȭŗɼ˲ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ࣷ�ŗƉ˲ȭŗɼ˲ ࣹࣹ࢑ࢁ࢙ࡹࣷ ǑɄɼ ʚǫƨ
ʌɄțʯʚǶɄȳ ɄǑ Ʉ˙ƨɼƕƨʚƨɼȭǶȳƨƕ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭʌࣖ

ÿǫƨ �ŗƉ˲ȭŗɼ˲ �țǖɄɼǶʚǫȭ

ࣖࡹ ࡱ˕ Ƕʌ ʚǫƨ ǶȳǶʚǶŗț ˙ƨƉʚɄɼ ŗȳƕ � Ƕʌ ǖǶ˙ƨȳࣖ
ࣖࡽ bɄɼ ȋ = ,ࡹ ,ࡽ . . .

ࡽ ࣖࡹ óƨțƨƉʚ ŗ ɼɄ˝ ŗȃ ɄǑ � ࣯ŗƕƕ ɼŗȳƕɄȭȳƨʌʌ ǫƨɼƨࣱࣛ

ࡽࣖࡽ ,Ʉȭɱʯʚƨ ˕ȋ = ˕ȋ−ࡹ −
Żȃ−ŗòȃ ˕ȋ−ࡹ

‖ŗȃ‖ࡽ
ŗȃ

ࢍࡹ



óɄȭƨ ǫǶʌʚɄɼ˦

bɄɼ ŗ ƉɄȳʌǶʌʚƨȳʚ Ʉ˙ƨɼƕƨʚƨɼȭǶȳƨƕ ʌ˦ʌʚƨȭ �˕ = Ż Ƕʚ ˝ŗʌ ʌǫɄ˝ȳ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ȭƨʚǫɄƕ ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ

E ‖˕ȋ − ︸ࡽ‖˕ ︷︷ ︸
Bȋ(×ȩ;E�+xK�`x)

≤
(
−ࡹ ࡹ

κ(�ò�)

)ȋ
ࡱ˕‖ − ࡽ‖˕

˝ǫƨɼƨ κ(�ò�) Ƕʌ ʚǫƨ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ �ò� ࣯ʚɄ ſƨ ƕǶʌƉʯʌʌƨƕ ȭɄɼƨ țŗʚƨɼࣱࣖ

࢑ࡹ



�ƨ˙ƨɼŗǖǶȳǖ é¡ÿ

ÿǫƨ ɱɄ˝ƨɼ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ʚǫƨɄɼ˦ ࣯é¡ÿࣱ Ƕʌ ʚǫŗʚ Ʉȳƨ Ɖŗȳ ŗʌȕ ŗȳƕ ŗȳʌ˝ƨɼ ȭɄɼƨ Ƕȳ˙Ʉț˙ƨƕ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌࣘ

࣢ yǑ ×ȩ Ƕʌ ƕɼŗ˝ȳ ɼŗȳƕɄȭț ࣗ˦ ʚǫƨȳ

òA(×ȩ, ε)

Ƕʌ ŗȳ Ƕȳʚƨǖƨɼࣽ˙ŗțʯƨƕ ɼŗȳƕɄȭ ˙ŗɼǶŗſțƨࣖ İǫǶțƨ Ƕʚ Ƕʌ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ ſɄʯȳƕ Ƕʚʌ ƨ˥ɱƨƉʚŗʚǶɄȳ Ʉɼ ȭɄȭƨȳʚʌࣗ
˝ǫŗʚ ŗſɄʯʚ Ƕʚʌ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ŗʌ ȩ→∞ࣞ

࣢ İǶʚǫ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ƉɄȳʌǶƕƨɼŗʚǶɄȳʌ

Bȋ(×ȩ;A)

Ƕʌ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ˙ŗɼǶŗſțƨࣖ ,ŗȳ ˝ƨ ʯȳƕƨɼʌʚŗȳƕ Ƕʚʌ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳࣞ

࢕ࡹ



ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ ɄǑ ʚǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ

óŗǖʯȳ ƨʚ ŗțࣖ ࣹ࢑ࡹࡱࡽࣷ ɱɼƨʌƨȳʚ ƨ˥ɱƨɼǶȭƨȳʚʌ ʚɄ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ òa:.(×ȩ; ε) ǑɄɼ ŗ
ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕ ŗɼƉǫǶʚƨƉʚʯɼƨʌ ƨ˥ǫǶſǶʚʌ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ ࣖ˦ ÿǫŗʚ Ƕʌࣗ ŗǒʚƨɼ ɱɼɄɱƨɼ ƉƨȳʚƨɼǶȳǖ ŗȳƕ
ɼƨʌƉŗțǶȳǖࣗ ʚǫƨ ɼƨʌʯțʚǶȳǖ ʌʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ƕɄ ȳɄʚ ƕƨɱƨȳƕ ࣯Ƕȳ ʚǫƨ țǶȭǶʚࣱ Ʉȳ ʚǫƨ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ Ʉȳ ×ȩࣖ

࢙ࡹ



ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦

� ˝Ƕƕƨ ˙ŗɼǶƨʚ˦ ɄǑ ȳʯȭƨɼǶƉŗț ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǫŗ˙ƨ ſƨƨȳ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨƕ ࣯ſɄʚǫ ƨȭɱǶɼǶƉŗțț˦ ŗȳƕ ɼǶǖɄɼɄʯʌț˦ࣱ
ʚɄ ǫŗ˙ƨ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗț ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨʌ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ ɼʯȳʚǶȭƨʌࣗ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ƉɄʯȳʚʌࣗ ƨʚƉࣱࣖࣖ ÿǫƨ ʌʚʯƕ˦ ɄǑ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ƕȳ
ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ ˝ŗʌ ǶȳǶʚǶŗʚƨƕ ſ˦ âǑɼŗȳǖ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࢅࡹࡱࡽࣷ ŗȳƕ ſɼɄŗƕƨƕ Ƕȳ 6ƨǶǒʚ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࣖࢅࡹࡱࡽࣷ

ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ƕȳ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ Ƕʌ ʚǫƨ ʌʚŗʚƨȭƨȳʚ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ŗ ǖǶ˙ƨȳ Aࣗ ŗȳƕ ŗ ˝Ƕƕƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ƨȳʌƨȭſțƨʌ E ࣗ
ʚǫƨɼƨ ŗɼƨ ƉɄȳʌʚŗȳʚʌ µ = µ(E , ε,ȩ) ŗȳƕ σ = σ(E , ε,ȩ) ŗȳƕ ε = ε(E ,ȩ) ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ

lim
ȩ→∞

PE

(
òA(×ȩ, ε)− µ

σ
≤ ʋ

)
= ^A(ʋ).

ÿǫƨ țǶȭǶʚǶȳǖ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ Ƕʌ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ɄǑ ʚǫƨ ƉǫɄǶƉƨ ǑɄɼ E ࣖ

ࡱࡽ



ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦

� ˝Ƕƕƨ ˙ŗɼǶƨʚ˦ ɄǑ ȳʯȭƨɼǶƉŗț ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǫŗ˙ƨ ſƨƨȳ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨƕ ࣯ſɄʚǫ ƨȭɱǶɼǶƉŗțț˦ ŗȳƕ ɼǶǖɄɼɄʯʌț˦ࣱ
ʚɄ ǫŗ˙ƨ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗț ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨʌ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ ɼʯȳʚǶȭƨʌࣗ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ƉɄʯȳʚʌࣗ ƨʚƉࣱࣖࣖ ÿǫƨ ʌʚʯƕ˦ ɄǑ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ƕȳ
ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ ˝ŗʌ ǶȳǶʚǶŗʚƨƕ ſ˦ âǑɼŗȳǖ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࢅࡹࡱࡽࣷ ŗȳƕ ſɼɄŗƕƨƕ Ƕȳ 6ƨǶǒʚ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࣖࢅࡹࡱࡽࣷ

ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ƕȳ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ Ƕʌ ʚǫƨ ʌʚŗʚƨȭƨȳʚ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ŗ ǖǶ˙ƨȳ Aࣗ ŗȳƕ ŗ ˝Ƕƕƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ƨȳʌƨȭſțƨʌ E ࣗ
ʚǫƨɼƨ ŗɼƨ ƉɄȳʌʚŗȳʚʌ µ = µ(E , ε,ȩ) ŗȳƕ σ = σ(E , ε,ȩ) ŗȳƕ ε = ε(E ,ȩ) ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ

lim
ȩ→∞

PE

(
òA(×ȩ, ε)− µ

σ
≤ ʋ

)
= ^A(ʋ).

ÿǫƨ țǶȭǶʚǶȳǖ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ Ƕʌ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ɄǑ ʚǫƨ ƉǫɄǶƉƨ ǑɄɼ E ࣖ

ࡱࡽ



� Ɖŗʌƨ ʌʚʯƕ˦ࣘ éƨǖɼƨʌʌǶɄȳ



� ȳŗʚʯɼŗț ̇ɼʌʚ ʌʚƨɱ

� ȳŗʚʯɼŗț ̇ɼʌʚ ɱțŗƉƨ ʚɄ ƉɄȭſǶȳƨ é¡ÿ ŗȳƕ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳࣩ¡� ˝Ƕʚǫ ŗ ˙Ƕƨ˝ ʚɄ˝ŗɼƕ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ƕʌ Ƕȳ ʚǫƨ
ʌʚʯƕ˦ ɄǑ țǶȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ

�`; KBM
˕∈Rȩ

{
L(˕) := ࡹ

−˕�‖Ɛࡽ Ż‖
,ࡽ Ż = �ŗ+ η

}
,

˝ǫƨɼƨ ŗ Ƕʌ ʚǫƨ ʌǶǖȳŗțࣗ η Ƕʌ ŗƕƕǶʚǶ˙ƨ ȳɄǶʌƨࣗ ŗȳƕ

� Ƕʌ ŗ Ɛ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥ .

ÿǫƨɼƨ ŗɼƨࣗ ɄǑ ƉɄʯɼʌƨࣗ ȭŗȳ˦ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ʚɄ ʌɄț˙ƨ ʚǫǶʌ ɱɼɄſțƨȭ ŗȳƕ ˝ƨ ǑɄƉʯʌ Ʉȳ ʚ˝Ʉࣘ

ࣖࡹ ʚǫƨ ƉɄȳȍʯǖŗʚƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ࣯,eࣱ ࣷpƨʌʚƨȳƨʌ ŗȳƕ óʚƨǶǑƨț ࣹࣹࣗࡽࢉ࢙ࡹࣷ ŗȳƕ
ࣖࡽ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ƕƨʌƉƨȳʚ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ࣯e6ࣱࣖ

ࡹࡽ



� ȳŗʚʯɼŗț ̇ɼʌʚ ʌʚƨɱ

� ȳŗʚʯɼŗț ̇ɼʌʚ ɱțŗƉƨ ʚɄ ƉɄȭſǶȳƨ é¡ÿ ŗȳƕ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳࣩ¡� ˝Ƕʚǫ ŗ ˙Ƕƨ˝ ʚɄ˝ŗɼƕ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ƕʌ Ƕȳ ʚǫƨ
ʌʚʯƕ˦ ɄǑ țǶȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ

�`; KBM
˕∈Rȩ

{
L(˕) := ࡹ

−˕�‖Ɛࡽ Ż‖
,ࡽ Ż = �ŗ+ η

}
,

˝ǫƨɼƨ ŗ Ƕʌ ʚǫƨ ʌǶǖȳŗțࣗ η Ƕʌ ŗƕƕǶʚǶ˙ƨ ȳɄǶʌƨࣗ ŗȳƕ

� Ƕʌ ŗ Ɛ× ȩ ȭŗʚɼǶ˥ .

ÿǫƨɼƨ ŗɼƨࣗ ɄǑ ƉɄʯɼʌƨࣗ ȭŗȳ˦ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ʚɄ ʌɄț˙ƨ ʚǫǶʌ ɱɼɄſțƨȭ ŗȳƕ ˝ƨ ǑɄƉʯʌ Ʉȳ ʚ˝Ʉࣘ

ࣖࡹ ʚǫƨ ƉɄȳȍʯǖŗʚƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ࣯,eࣱ ࣷpƨʌʚƨȳƨʌ ŗȳƕ óʚƨǶǑƨț ࣹࣹࣗࡽࢉ࢙ࡹࣷ ŗȳƕ
ࣖࡽ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ƕƨʌƉƨȳʚ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ࣯e6ࣱࣖ

ࡹࡽ



,Ʉȳȍʯǖŗʚƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ Ʉȳ ʚǫƨ ȳɄɼȭŗț ƨɸʯŗʚǶɄȳʌ

ÿǫƨ ,Ʉȳȍʯǖŗʚƨ eɼŗƕǶƨȳʚ �țǖɄɼǶʚǫȭ

ࣖࡹ ࡱ˕ Ƕʌ ʚǫƨ ǶȳǶʚǶŗț ǖʯƨʌʌࣖ
ࣖࡽ óƨʚ ɮࡱ = �òŻ− �ò�˕ࣗࡱ ɤࡱ = ɮࣖࡱ
ࣖࢁ bɄɼ ȋ = ,ࡹ ,ࡽ . . . ,ȩ

ࢁ ࣖࡹ ,Ʉȭɱʯʚƨ ŗȋ−ࡹ =
ɮ∗ȋ−ࡹɮȋ−ࡹ

ɮ∗ȋ−ࡹ�
ò�ɤȋ−ࡹ

ࣖ

ࡽࣖࢁ óƨʚ ˕ȋ = ˕ȋ−ࡹ + ŗȋ−ࡹɤȋ−ࣖࡹ
ࢁࣖࢁ óƨʚ ɮȋ = ɮȋ−ࡹ − ŗȋ−ࡹ�ò�ɤȋ−ࣖࡹ

ࢅࣖࢁ ,Ʉȭɱʯʚƨ Żȋ−ࡹ = −
ɮ∗ȋ ɮȋ

ɮ∗ȋ−ࡹɮȋ−ࡹ
ࣖ

ࢉࣖࢁ óƨʚ ɤȋ = ɮȋ − Żȋ−ࡹɤȋ−ࣖࡹ

ࡽࡽ



� ȳŗʚʯɼŗț ̇ɼʌʚ ʌʚƨɱ

İǫ˦ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ,eࣞ

,e Ƕʌ ŗ ǫǶǖǫț˦ࣽʌʚɼʯƉʚʯɼƨƕ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ˝Ƕʚǫ ƉɄȳȳƨƉʚǶɄȳʌ ʚɄ ʚǫƨ �ŗȳƉ˲Ʉʌ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ŗȳƕ ʚǫƨ ʚǫƨɄɼ˦ ɄǑ
ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ɱɄț˦ȳɄȭǶŗțʌࣖ İǫǶțƨ ˝ƨ ƕɄ ȳɄʚ ƕǶʌƉʯʌʌ ȭŗȳ˦ ɄǑ ʚǫƨʌƨ ƕƨʚŗǶțʌࣗ ʚǫƨ˦ ɱțŗ˦ ŗȳ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ ɼɄțƨ
Ƕȳ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌࣖ ,e Ƕʌ ŗțʌɄ ŗ ȭƨʚǫɄƕࣽɄǑࣽƉǫɄǶƉƨ Ƕȳ ʚǫƨ ſɼɄŗƕƨɼ ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳŗț ȭŗʚǫƨȭŗʚǶƉʌ
ƉɄȭȭʯȳǶʚ ࣖ˦

� ʌǶȭɱțǶ̇ƉŗʚǶɄȳࣖ

yȳʌʚƨŗƕ ɄǑ ƉɄȳʌǶƕƨɼǶȳǖ ,e Ʉȳ ʚǫƨ ȳɄɼȭŗț ƨɸʯŗʚǶɄȳʌࣗ �ò�˕ = �òŻࣗ ˝ƨ ̇ɼʌʚ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ŗ ʌțǶǖǫʚț˦ ʌǶȭɱțƨɼ
ɱɼɄſțƨȭࣘ

,e ŗɱɱțǶƨƕ ʚɄ �ò�˕ = ƅࣖ

ࢁࡽ



� ȳŗʚʯɼŗț ̇ɼʌʚ ʌʚƨɱ

İǫ˦ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ,eࣞ

,e Ƕʌ ŗ ǫǶǖǫț˦ࣽʌʚɼʯƉʚʯɼƨƕ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ˝Ƕʚǫ ƉɄȳȳƨƉʚǶɄȳʌ ʚɄ ʚǫƨ �ŗȳƉ˲Ʉʌ ǶʚƨɼŗʚǶɄȳ ŗȳƕ ʚǫƨ ʚǫƨɄɼ˦ ɄǑ
ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ɱɄț˦ȳɄȭǶŗțʌࣖ İǫǶțƨ ˝ƨ ƕɄ ȳɄʚ ƕǶʌƉʯʌʌ ȭŗȳ˦ ɄǑ ʚǫƨʌƨ ƕƨʚŗǶțʌࣗ ʚǫƨ˦ ɱțŗ˦ ŗȳ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ ɼɄțƨ
Ƕȳ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌࣖ ,e Ƕʌ ŗțʌɄ ŗ ȭƨʚǫɄƕࣽɄǑࣽƉǫɄǶƉƨ Ƕȳ ʚǫƨ ſɼɄŗƕƨɼ ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳŗț ȭŗʚǫƨȭŗʚǶƉʌ
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� ȳŗʚʯɼŗț ̇ɼʌʚ ʌʚƨɱ
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� ȳŗʚʯɼŗț ̇ɼʌʚ ʌʚƨɱ

İǫ˦ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ,eࣞ
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Ƕȳ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌࣖ ,e Ƕʌ ŗțʌɄ ŗ ȭƨʚǫɄƕࣽɄǑࣽƉǫɄǶƉƨ Ƕȳ ʚǫƨ ſɼɄŗƕƨɼ ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳŗț ȭŗʚǫƨȭŗʚǶƉʌ
ƉɄȭȭʯȳǶʚ ࣖ˦

� ʌǶȭɱțǶ̇ƉŗʚǶɄȳࣖ
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,e ŗɱɱțǶƨƕ ʚɄ �ò�˕ = ƅࣖ

ࢁࡽ



óƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳʌ

óƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳʌ ʌǫɄ˝ ʯɱ ǫƨɼƨ Ƕȳ ʚǫƨ ɼƨțŗʚǶɄȳʌǫǶɱ ſƨʚ˝ƨƨȳ ȩ ŗȳƕ Ɛ Ƕȳ ŗ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶ˥
Ģ = �ò�

Ɛ ࣯� Ƕʌ Ɛ× ȩࣱࣖ

óƉŗțǶȳǖʌ ɄǑ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ

࣢ Ɛ = .ȩɮ/ ǑɄɼ ɮ > ࡹ

࣯˝ƨțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣱ

࣢ Ɛ = ȩ

࣯Ƕțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣗ ſʯʚ ʌʚǶțț Ƕȳ˙ƨɼʚǶſțƨࣱ

࣢ Ɛ = .ȩ+ ƅȩα/ ǑɄɼ ࡱ < α < ࡹ

࣯ʌɄȭƨ˝ǫƨɼƨ Ƕȳ ſƨʚ˝ƨƨȳࣱ

éƨƉŗțț ʚǫŗʚ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ Ģ Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ ʚɄ ſƨ

κ(Ģ) =
σࡹ(Ģ)
σȩ(Ģ)

,

Ƕࣖƨࣖࣗ ʚǫƨ ɼŗʚǶɄ ɄǑ ʚǫƨ țŗɼǖƨʌʚ ʚɄ ʚǫƨ ʌȭŗțțƨʌʚ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ŗțʯƨ ɄǑ Ģࣖ

¡ŗʚɼǶƉƨʌ ˝Ƕʚǫ ʌȭŗțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼʌ ŗɼƨ ʌŗǶƕ ʚɄ ſƨ ˝ƨțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕ ˝ǫǶțƨ ʚǫɄʌƨ ˝Ƕʚǫ țŗɼǖƨɼ
ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼʌ ŗɼƨ ʌŗǶƕ ʚɄ ſƨ Ƕțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣖ

ࢅࡽ



óƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳʌ
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࣢ Ɛ = ȩ

࣯Ƕțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣗ ſʯʚ ʌʚǶțț Ƕȳ˙ƨɼʚǶſțƨࣱ

࣢ Ɛ = .ȩ+ ƅȩα/ ǑɄɼ ࡱ < α < ࡹ

࣯ʌɄȭƨ˝ǫƨɼƨ Ƕȳ ſƨʚ˝ƨƨȳࣱ

éƨƉŗțț ʚǫŗʚ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ Ģ Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ ʚɄ ſƨ
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σȩ(Ģ)

,
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ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼʌ ŗɼƨ ʌŗǶƕ ʚɄ ſƨ Ƕțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣖ
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ࢅࡽ



óƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳʌ

óƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳʌ ʌǫɄ˝ ʯɱ ǫƨɼƨ Ƕȳ ʚǫƨ ɼƨțŗʚǶɄȳʌǫǶɱ ſƨʚ˝ƨƨȳ ȩ ŗȳƕ Ɛ Ƕȳ ŗ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶ˥
Ģ = �ò�

Ɛ ࣯� Ƕʌ Ɛ× ȩࣱࣖ

óƉŗțǶȳǖʌ ɄǑ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ

࣢ Ɛ = .ȩɮ/ ǑɄɼ ɮ > ࡹ ࣯˝ƨțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣱ
࣢ Ɛ = ȩ ࣯Ƕțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣗ ſʯʚ ʌʚǶțț Ƕȳ˙ƨɼʚǶſțƨࣱ
࣢ Ɛ = .ȩ+ ƅȩα/ ǑɄɼ ࡱ < α < ࡹ

࣯ʌɄȭƨ˝ǫƨɼƨ Ƕȳ ſƨʚ˝ƨƨȳࣱ

éƨƉŗțț ʚǫŗʚ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ Ģ Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ ʚɄ ſƨ

κ(Ģ) =
σࡹ(Ģ)
σȩ(Ģ)

,

Ƕࣖƨࣖࣗ ʚǫƨ ɼŗʚǶɄ ɄǑ ʚǫƨ țŗɼǖƨʌʚ ʚɄ ʚǫƨ ʌȭŗțțƨʌʚ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ŗțʯƨ ɄǑ Ģࣖ

¡ŗʚɼǶƉƨʌ ˝Ƕʚǫ ʌȭŗțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼʌ ŗɼƨ ʌŗǶƕ ʚɄ ſƨ ˝ƨțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕ ˝ǫǶțƨ ʚǫɄʌƨ ˝Ƕʚǫ țŗɼǖƨɼ
ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼʌ ŗɼƨ ʌŗǶƕ ʚɄ ſƨ Ƕțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣖ

ࢅࡽ



óƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳʌ

óƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳʌ ʌǫɄ˝ ʯɱ ǫƨɼƨ Ƕȳ ʚǫƨ ɼƨțŗʚǶɄȳʌǫǶɱ ſƨʚ˝ƨƨȳ ȩ ŗȳƕ Ɛ Ƕȳ ŗ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶ˥
Ģ = �ò�

Ɛ ࣯� Ƕʌ Ɛ× ȩࣱࣖ

óƉŗțǶȳǖʌ ɄǑ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ

࣢ Ɛ = .ȩɮ/ ǑɄɼ ɮ > ࡹ ࣯˝ƨțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣱ
࣢ Ɛ = ȩ ࣯Ƕțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣗ ſʯʚ ʌʚǶțț Ƕȳ˙ƨɼʚǶſțƨࣱ
࣢ Ɛ = .ȩ+ ƅȩα/ ǑɄɼ ࡱ < α < ࡹ ࣯ʌɄȭƨ˝ǫƨɼƨ Ƕȳ ſƨʚ˝ƨƨȳࣱ

éƨƉŗțț ʚǫŗʚ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ŗ ȭŗʚɼǶ˥ Ģ Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ ʚɄ ſƨ

κ(Ģ) =
σࡹ(Ģ)
σȩ(Ģ)

,

Ƕࣖƨࣖࣗ ʚǫƨ ɼŗʚǶɄ ɄǑ ʚǫƨ țŗɼǖƨʌʚ ʚɄ ʚǫƨ ʌȭŗțțƨʌʚ ʌǶȳǖʯțŗɼ ˙ŗțʯƨ ɄǑ Ģࣖ

¡ŗʚɼǶƉƨʌ ˝Ƕʚǫ ʌȭŗțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼʌ ŗɼƨ ʌŗǶƕ ʚɄ ſƨ ˝ƨțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕ ˝ǫǶțƨ ʚǫɄʌƨ ˝Ƕʚǫ țŗɼǖƨɼ
ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ȳʯȭſƨɼʌ ŗɼƨ ʌŗǶƕ ʚɄ ſƨ Ƕțț ƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣖ

ࢅࡽ



ÿǫɼƨƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚ ſƨǫŗ˙ǶɄɼʌ ɄǑ ,e ƕƨɱƨȳƕǶȳǖ Ʉȳ ʌƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳ

ࢉࡽ



ÿǫɼƨƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚ ſƨǫŗ˙ǶɄɼʌ ɄǑ ,e ƕƨɱƨȳƕǶȳǖ Ʉȳ ʌƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳ

Ǯȑȑ
−
ƅȹ
ȩƐ
ǮʋǮȹ
ȩƣ
Ɛ

ࢉࡽ



ÿǫɼƨƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚ ſƨǫŗ˙ǶɄɼʌ ɄǑ ,e ƕƨɱƨȳƕǶȳǖ Ʉȳ ʌƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳ

Ǯȑȑ
−
ƅȹ
ȩƐ
ǮʋǮȹ
ȩƣ
Ɛ

ˍƣȑȑ−
ƅȹȩƐǮʋǮȹȩƣƐ

ࢉࡽ



ÿǫɼƨƨ ƕǶʌʚǶȳƉʚ ſƨǫŗ˙ǶɄɼʌ ɄǑ ,e ƕƨɱƨȳƕǶȳǖ Ʉȳ ʌƉŗțǶȳǖ ɼƨǖǶɄȳ

Ǯȑȑ
−
ƅȹ
ȩƐ
ǮʋǮȹ
ȩƣ
Ɛ

ˍƣȑȑ−
ƅȹȩƐǮʋǮȹȩƣƐ

“Ǯȩ Żƣʋˍƣƣȩ”

ࢉࡽ



çʯŗțǶʚŗʚǶ˙ƨ ƉɄȭɱŗɼǶʌɄȳ ˝Ƕʚǫ óe6

İǫǶțƨ ʚǫƨ ȭƨƉǫŗȳǶʌȭʌ ſƨǫǶȳƕ ʚǫƨʌƨ ſƨǫŗ˙ǶɄɼʌ
ŗɼƨ ʌʯɼƨț˦ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚࣗ ˝ƨ ʌƨƨ ŗ ȳɄȳࣽʚɼǶ˙Ƕŗț
ǫǶʌʚɄǖɼŗȭ Ƕȳ ƨŗƉǫ ʌƨʚʚǶȳǖࣖ

bɄɼ ,e Ʉȳ İǶʌǫŗɼʚ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣗ Ƕʚ Ɖŗȳ ſƨ ʌǫɄ˝ȳ
ʚǫŗʚ

‖ɮȋ‖ = ‖ƅ− �ò�˕ȋ‖
(/Bbi)
=

ȋ−ࡹ∏

ȃ=ࡱ

χȩ−ȃ−ࡹ
χƐ−ȃ

,

ǑɄɼ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ƉǫǶࣽƕǶʌʚɼǶſʯʚƨƕ ɼŗȳƕɄȭ
˙ŗɼǶŗſțƨʌࣖ

ࢍࡽ



çʯŗțǶʚŗʚǶ˙ƨ ƉɄȭɱŗɼǶʌɄȳ ˝Ƕʚǫ óe6

óɄࣗ ǶǑ ˝ƨ ʌƨʚ

Bȋ(qBb?�`i;*:) = ‖ɮȋ‖

˝ƨ Ɖŗȳ ŗȳŗț˦˲ƨ ʚǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ ʚɄ ʌƨƨ ʚǫŗʚ

ò*:(qBb?�`i, ε) ≈ ࡽ
ƅȩ

α−ࡹ log ε−ࡹ

+ ­(ȩࡽ−ࡽ/ࢁα)N ,ࡱ) ,(ࡹ

ǑɄɼ ࡽ/ࡹ < α < ࣖࡹ

ࢍࡽ



ÿɄ ʚǫƨ ˝ƨțțࣽƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕ ɼƨǖǶȭƨࣛ

yʚ ʚʯɼȳʌ Ʉʯʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƨɼɼɄɼʌ Bȋ(×�;A) ǑɄɼ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ȭƨʚǫɄƕʌ ǑɄɼ ŗ țǶȳƨŗɼ ʌ˦ʌʚƨȭ Ƕȳ˙Ʉț˙Ƕȳǖ �ò� ŗɼƨ
Ʉǒʚƨȳ ŗȳŗț˦˲ŗſțƨ Ƕȳ ʚǫƨ ˝ƨțțࣽƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕࣗ ǶțțࣽƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕ ŗȳƕ एǶȳ ſƨʚ˝ƨƨȳऐ ɼƨǖǶȭƨʌࣖ $ʯʚ ʚǫƨ
ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ʚǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ Ɖŗȳ ſƨ ȭʯƉǫ ȭɄɼƨ Ƕȳ˙Ʉț˙ƨƕ ſƨƉŗʯʌƨ ʚǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨ òA(×ȩ, ε) Ɖŗȳ ʚƨȳƕ
ʚɄ Ƕȳ̇ȳǶʚ˦ ˝Ƕʚǫ ȩࣛ

࢑ࡽ



ÿɄ ʚǫƨ ˝ƨțțࣽƉɄȳƕǶʚǶɄȳƨƕ ɼƨǖǶȭƨࣛ

óɄࣗ ˝ƨࣗ ǑɄɼ ʚǫƨ ʚǶȭƨ ſƨǶȳǖࣗ țƨʚ Ɛ = .ȩɮ/ ǑɄɼ ɮ > ࣖࡹ

࢑ࡽ



âɄț˦ȳɄȭǶŗțʌࣛ

ÿǫƨ eɼŗƕǶƨȳʚ 6ƨʌƉƨȳʚ �țǖɄɼǶʚǫȭ

ࣖࡹ ࡱ˕ Ƕʌ ʚǫƨ ǶȳǶʚǶŗț ˙ƨƉʚɄɼࣖ
ࣖࡽ bɄɼ ȋ = ,ࡹ ,ࡽ . . .

ࡽ ࣖࡹ óƨțƨƉʚ ʌʚƨɱ ʌǶ˲ƨ γȋ
ࡽࣖࡽ ,Ʉȭɱʯʚƨ ˕ȋ = ˕ȋ−ࡹ − γȋ∇L(˕ȋ−ࡹ)

éƨƉŗțț ʚǫŗʚ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳŗț Ƕʌ

∇L(˕) = Ģ˕− ƅ, Ģ =
�ò�
Ɛ .

� ƕǶɼƨƉʚǶɄȳ ƉŗțƉʯțŗʚǶɄȳ ɼƨ˙ƨŗțʌ ʚǫŗʚ

˕ȋ = Üȋ(Ģ)ƅ,

ǑɄɼ ŗ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Üȋ ɄǑ ƕƨǖɼƨƨ ȋ− ࡹ ˝Ƕʚǫ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚʌ ʚǫŗʚ ƕƨɱƨȳƕ Ʉȳ γȃࣗ ȃ = ,ࡹ ,ࡽ . . . , ȋࣖ

࢕ࡽ



âɄț˦ȳɄȭǶŗțʌࣛ

ÿǫƨ eɼŗƕǶƨȳʚ 6ƨʌƉƨȳʚ �țǖɄɼǶʚǫȭ

ࣖࡹ ࡱ˕ Ƕʌ ʚǫƨ ǶȳǶʚǶŗț ˙ƨƉʚɄɼࣖ
ࣖࡽ bɄɼ ȋ = ,ࡹ ,ࡽ . . .

ࡽ ࣖࡹ óƨțƨƉʚ ʌʚƨɱ ʌǶ˲ƨ γȋ
ࡽࣖࡽ ,Ʉȭɱʯʚƨ ˕ȋ = ˕ȋ−ࡹ − γȋ∇L(˕ȋ−ࡹ)

éƨƉŗțț ʚǫŗʚ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳŗț Ƕʌ

∇L(˕) = Ģ˕− ƅ, Ģ =
�ò�
Ɛ .

� ƕǶɼƨƉʚǶɄȳ ƉŗțƉʯțŗʚǶɄȳ ɼƨ˙ƨŗțʌ ʚǫŗʚ

˕ȋ = Üȋ(Ģ)ƅ,

ǑɄɼ ŗ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Üȋ ɄǑ ƕƨǖɼƨƨ ȋ− ࡹ ˝Ƕʚǫ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚʌ ʚǫŗʚ ƕƨɱƨȳƕ Ʉȳ γȃࣗ ȃ = ,ࡹ ,ࡽ . . . , ȋࣖ

࢕ࡽ



âɄț˦ȳɄȭǶŗțʌࣛ

ÿǫƨ eɼŗƕǶƨȳʚ 6ƨʌƉƨȳʚ �țǖɄɼǶʚǫȭ

ࣖࡹ ࡱ˕ Ƕʌ ʚǫƨ ǶȳǶʚǶŗț ˙ƨƉʚɄɼࣖ
ࣖࡽ bɄɼ ȋ = ,ࡹ ,ࡽ . . .

ࡽ ࣖࡹ óƨțƨƉʚ ʌʚƨɱ ʌǶ˲ƨ γȋ
ࡽࣖࡽ ,Ʉȭɱʯʚƨ ˕ȋ = ˕ȋ−ࡹ − γȋ∇L(˕ȋ−ࡹ)

éƨƉŗțț ʚǫŗʚ ʚǫƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳŗț Ƕʌ

∇L(˕) = Ģ˕− ƅ, Ģ =
�ò�
Ɛ .

� ƕǶɼƨƉʚǶɄȳ ƉŗțƉʯțŗʚǶɄȳ ɼƨ˙ƨŗțʌ ʚǫŗʚ

˕ȋ = Üȋ(Ģ)ƅ,

ǑɄɼ ŗ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Üȋ ɄǑ ƕƨǖɼƨƨ ȋ− ࡹ ˝Ƕʚǫ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚʌ ʚǫŗʚ ƕƨɱƨȳƕ Ʉȳ γȃࣗ ȃ = ,ࡹ ,ࡽ . . . , ȋࣖ

࢕ࡽ



¡Ʉɼƨ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗțʌࣛ

bɄɼ ʌǶȭɱțǶƉǶʚ ࣗ˦ ʌʯɱɱɄʌƨ ʚǫŗʚ Ģ Ƕʌ Ǒʯțț ɼŗȳȕࣖ ÿǫƨȳ ǶǑ ˕ Ƕʌ ʚǫƨ ʚɼʯƨ ȭǶȳǶȭǶ˲ƨɼࣗ ŗ ƉɼʯƉǶŗț ƉŗțƉʯțŗʚǶɄȳ Ƕʌ ʚǫŗʚ

˕− ˕ȋ = Ģ−ࡹƅ− Üȋ(Ģ)ƅ = Ģ−ࡹ (tȩ −ĢÜȋ(Ģ))
︸ ︷︷ ︸

Þȋ(Ģ)

ƅ.

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ Þȋ Ƕʌ ŗ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ɄǑ ƕƨǖɼƨƨ ȋ ʌŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ Þȋ(ࡱ) = ࣖࡹ

ÿǫƨȳ

∇L(˕ȋ) = Ģ˕ȋ −Ģ˕ = Þȋ(Ģ)ƅ,
‖Þȋ(Ģ)ƅ‖ࡽ = ƅòÞȋ(Ģ)ࡽƅ.

࢙ࡽ



E˥ŗȭɱțƨࣘ e6

bɄɼ e6 ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƕǶ˽ƨɼƨȳƉƨ ˕ȋ − ˕ ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ

˕ȋ − ˕ = ˕ȋ−ࡹ − ˕− γȋ(Ģ˕ȋ−ࡹ −Ģ˕) = (tȩ − γȋĢ)(˕ȋ−ࡹ − ˕).

�ȳƕ ʌɄࣗ

Þȋ(˕) =
ȋ∏

ȃ=ࡹ
−ࡹ) γȃ˕).

bɄɼ ,e ʚǫƨ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Þȋ Ƕʌ ſƨʌʚ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶ˲ƨƕ ʯʌǶȳǖ ʚǫƨ ʚǫƨɄɼ˦ ɄǑ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ɱɄț˦ȳɄȭǶŗțʌࣖ

ࡱࢁ



E˥ŗȭɱțƨࣘ e6

bɄɼ e6 ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƕǶ˽ƨɼƨȳƉƨ ˕ȋ − ˕ ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ

˕ȋ − ˕ = ˕ȋ−ࡹ − ˕− γȋ(Ģ˕ȋ−ࡹ −Ģ˕) = (tȩ − γȋĢ)(˕ȋ−ࡹ − ˕).

�ȳƕ ʌɄࣗ

Þȋ(˕) =
ȋ∏

ȃ=ࡹ
−ࡹ) γȃ˕).

bɄɼ ,e ʚǫƨ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Þȋ Ƕʌ ſƨʌʚ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶ˲ƨƕ ʯʌǶȳǖ ʚǫƨ ʚǫƨɄɼ˦ ɄǑ ɄɼʚǫɄǖɄȳŗț ɱɄț˦ȳɄȭǶŗțʌࣖ

ࡱࢁ



Eȳʚƨɼ é¡ÿ

‖Þȋ(Ģ)ƅ‖ࡽ = ƅòÞȋ(Ģ)ࡽƅ

ÿǫƨ ƨɼɼɄɼ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ e6 ࣯ŗȳƕࣗ ŗʌ Ƕʚ ʚʯɼȳʌ Ʉʯʚࣗ ,eࣱ Ƕʌ ɼƨƕʯƉƨƕ ʚɄࣘ

ࣖࡹ ÿǫƨ ƕƨʚƨɼȭǶȳŗʚǶɄȳࣩƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț Þȋࣖ
ࣖࡽ ÿǫƨ ƨʌʚǶȭŗʚǶɄȳ ɄǑ ƅòÞȋ(Ģ)ࡽƅࣖ

ࡹࢁ



Eȳʚƨɼ é¡ÿ

bɄɼ ȭŗȳ˦ ȭƨʚǫɄƕʌ ɄǑ Ƕȳʚƨɼƨʌʚ ࣯,e ŗȳƕ e6 ǶȳƉțʯƕƨƕࣱࣗ ʚǫƨ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚʌ ɄǑ Þȋ ƕƨɱƨȳƕ ƉɄȳʚǶȳʯɄʯʌț˦ Ʉȳ
ʚǫƨ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ŗȳƕ ƨǶǖƨȳ˙ƨƉʚɄɼʌ ɄǑ Ģ Ƕȳ ŗ ʌʯ˾ƉǶƨȳʚț˦ ʌʚɼɄȳǖ ʌƨȳʌƨ ʚǫŗʚ

Þȋ(˕) Pr−−−→
ȩ→∞

Rȋ(˕)←− ƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ.

ÿǫƨȳࣗ Ʉȳƨ Ɖŗȳ ƉɄȳƉțʯƕƨ

ƅòÞȋ(Ģ)ࡽƅ Pr−−−→
ȩ→∞

∫

R
Rȋ(˕)ࡽµa*J(/˕).

ÿǫǶʌ ɱɼɄ˙Ƕƕƨʌ ŗ ƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ țǶȭǶʚ ǑɄɼ ʚǫƨ ࣯ɼŗȳƕɄȭࣱ ƨɼɼɄɼʌ ʚǫŗʚ ŗɼƨ ƨȳƉɄʯȳʚƨɼƨƕ ʚǫɼɄʯǖǫɄʯʚ ʚǫƨ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣖ

¥Ʉʚƨࣘ ÿǫǶʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ Ʉȳț˦ ǶǑ ƅ Ƕʌ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ɄǑ Ģ ŗȳƕ Ƕȳ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭ Ƕʚ Ƕʌ ȳɄʚࣖ

ࡽࢁ



$ʯǶțƕǶȳǖ ſŗƉȕ ʚɄ ʚɼʯƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ

bɄɼ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭࣗ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ

ƅ = ࡹ
ȩ
[
�ò�ŗ+ �òη

]
.

ÿǫƨȳ

‖L(˕ȋ)‖ࡽ = ŗòĢࡽÞȋ(Ģ)ࡽŗò + ࡹ
ȩࡽ η

ò�Þȋ(Ģ)ࡽ�òη +
ࡽ
ȩŗ

òĢÞȋ(Ģ)ࡽ�òη
︸ ︷︷ ︸

Pr−−−→
ȩ→∞

Þ
∫

R
(˕/)µa*Jࡽ(˕)Rȋࡽ˕ + Þ̃

∫

R
˕Rȋ(˕)ࡽµa*J(/˕)

︸ ︷︷ ︸
eࡽȋ

.

yȭɱɄɼʚŗȳʚ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣘ

࣢ ÿǫǶʌ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨʌ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƨȳʚǶɼƨ ʌɱƨƉʚɼʯȭ ɄǑ Ģ ƉɄȳʚɼǶſʯʚƨʌ ˙Ƕŗ µa*J

࣢ ¥ƨŗɼț˦ ŗțț ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǖǶ˙ƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚǶƨʌ ˝ǫƨɼƨŗʌ ʚǫǶʌ ǖǶ˙ƨʌ ʚɼʯƨ
țƨŗƕǶȳǖࣽɄɼƕƨɼ ſƨǫŗ˙ǶɄɼࣖ

ࢁࢁ



$ʯǶțƕǶȳǖ ſŗƉȕ ʚɄ ʚɼʯƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ

bɄɼ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭࣗ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ

ƅ = ࡹ
ȩ
[
�ò�ŗ+ �òη

]
.

ÿǫƨȳ

‖L(˕ȋ)‖ࡽ = ŗòĢࡽÞȋ(Ģ)ࡽŗò + ࡹ
ȩࡽ η

ò�Þȋ(Ģ)ࡽ�òη +
ࡽ
ȩŗ

òĢÞȋ(Ģ)ࡽ�òη
︸ ︷︷ ︸

ࡱ≈ ǶǑ ŗ,η Ƕȳƕƨɱࣖ

Pr−−−→
ȩ→∞

Þ
∫

R
(˕/)µa*Jࡽ(˕)Rȋࡽ˕ + Þ̃

∫

R
˕Rȋ(˕)ࡽµa*J(/˕)

︸ ︷︷ ︸
eࡽȋ

.

yȭɱɄɼʚŗȳʚ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣘ

࣢ ÿǫǶʌ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨʌ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƨȳʚǶɼƨ ʌɱƨƉʚɼʯȭ ɄǑ Ģ ƉɄȳʚɼǶſʯʚƨʌ ˙Ƕŗ µa*J

࣢ ¥ƨŗɼț˦ ŗțț ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǖǶ˙ƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚǶƨʌ ˝ǫƨɼƨŗʌ ʚǫǶʌ ǖǶ˙ƨʌ ʚɼʯƨ
țƨŗƕǶȳǖࣽɄɼƕƨɼ ſƨǫŗ˙ǶɄɼࣖ

ࢁࢁ



$ʯǶțƕǶȳǖ ſŗƉȕ ʚɄ ʚɼʯƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ

bɄɼ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭࣗ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ

ƅ = ࡹ
ȩ
[
�ò�ŗ+ �òη

]
.

ÿǫƨȳ

‖L(˕ȋ)‖ࡽ = ŗòĢࡽÞȋ(Ģ)ࡽŗò + ࡹ
ȩࡽ η

ò�Þȋ(Ģ)ࡽ�òη +
ࡽ
ȩŗ

òĢÞȋ(Ģ)ࡽ�òη
︸ ︷︷ ︸

ࡱ≈ ǶǑ ŗ,η Ƕȳƕƨɱࣖ

Pr−−−→
ȩ→∞

Þ
∫

R
(˕/)µa*Jࡽ(˕)Rȋࡽ˕ + Þ̃

∫

R
˕Rȋ(˕)ࡽµa*J(/˕)

︸ ︷︷ ︸
eࡽȋ

.

yȭɱɄɼʚŗȳʚ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣘ

࣢ ÿǫǶʌ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨʌ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƨȳʚǶɼƨ ʌɱƨƉʚɼʯȭ ɄǑ Ģ ƉɄȳʚɼǶſʯʚƨʌ ˙Ƕŗ µa*J

࣢ ¥ƨŗɼț˦ ŗțț ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǖǶ˙ƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚǶƨʌ ˝ǫƨɼƨŗʌ ʚǫǶʌ ǖǶ˙ƨʌ ʚɼʯƨ
țƨŗƕǶȳǖࣽɄɼƕƨɼ ſƨǫŗ˙ǶɄɼࣖ

ࢁࢁ



$ʯǶțƕǶȳǖ ſŗƉȕ ʚɄ ʚɼʯƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ

bɄɼ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭࣗ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ

ƅ = ࡹ
ȩ
[
�ò�ŗ+ �òη

]
.

ÿǫƨȳ

‖L(˕ȋ)‖ࡽ = ŗòĢࡽÞȋ(Ģ)ࡽŗò + ࡹ
ȩࡽ η

ò�Þȋ(Ģ)ࡽ�òη +
ࡽ
ȩŗ

òĢÞȋ(Ģ)ࡽ�òη
︸ ︷︷ ︸

ࡱ≈ ǶǑ ŗ,η Ƕȳƕƨɱࣖ

Pr−−−→
ȩ→∞

Þ
∫

R
(˕/)µa*Jࡽ(˕)Rȋࡽ˕ + Þ̃

∫

R
˕Rȋ(˕)ࡽµa*J(/˕)

︸ ︷︷ ︸
eࡽȋ

.

yȭɱɄɼʚŗȳʚ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣘ

࣢ ÿǫǶʌ ƕƨȭɄȳʌʚɼŗʚƨʌ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƨȳʚǶɼƨ ʌɱƨƉʚɼʯȭ ɄǑ Ģ ƉɄȳʚɼǶſʯʚƨʌ ˙Ƕŗ µa*J

࣢ ¥ƨŗɼț˦ ŗțț ɱɼɄſŗſǶțǶʌʚǶƉ ŗȳŗț˦ʌƨʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǖǶ˙ƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚǶƨʌ ˝ǫƨɼƨŗʌ ʚǫǶʌ ǖǶ˙ƨʌ ʚɼʯƨ
țƨŗƕǶȳǖࣽɄɼƕƨɼ ſƨǫŗ˙ǶɄɼࣖ

ࢁࢁ



óʚƨɱࣽʌǶ˲ƨ ʌƨțƨƉʚǶɄȳ

‖L(˕ȋ)‖ࡽ Pr−−−→
ȩ→∞

Þ
∫

R
(˕/)µa*Jࡽ(˕)Rȋࡽ˕ + Þ̃

∫

R
˕Rȋ(˕)ࡽµa*J(/˕)

yǑ Ʉȳƨ ǫŗʌ ŗ ǖɄɄƕ ǖʯƨʌʌ ŗʌ ʚɄ ˝ǫŗʚ ʚǫƨ țǶȭǶʚǶȳǖ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ µa*J Ƕʌ ʚǫƨȳ ʚǫƨ γȋऒʌ Ƕȳ e6 Ɖŗȳ ſƨ
ƉǫɄʌƨȳ ſŗʌƨƕ Ʉȳ ʚǫǶʌ țǶȭǶʚ ः ʚɄ ȭǶȳǶȭǶ˲ƨ ʚǫǶʌ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳࣗ ʌƨƨ âƨƕɼƨǖɄʌŗ ŗȳƕ óƉǶƨʯɼ ࣹࣖࡱࡽࡱࡽࣷ

bʯɼʚǫƨɼȭɄɼƨࣗ ſ˦ ɱɼƨƉɄȳƕǶʚǶɄȳǶȳǖ Ʉȳƨ Ɖŗȳ ȭŗȕƨ ʌʯƉǫ ŗ ǖʯƨʌʌ ˙ŗțǶƕࣗ ʌƨƨ �ŗƉɄʚʚƨ ŗȳƕ âǶțŗȳƉǶ ࣹࣖࡱࡽࡱࡽࣷ

ࢅࢁ



óʚƨɱࣽʌǶ˲ƨ ʌƨțƨƉʚǶɄȳ

‖L(˕ȋ)‖ࡽ Pr−−−→
ȩ→∞

Þ
∫

R
(˕/)µa*Jࡽ(˕)Rȋࡽ˕ + Þ̃

∫

R
˕Rȋ(˕)ࡽµa*J(/˕)

yǑ Ʉȳƨ ǫŗʌ ŗ ǖɄɄƕ ǖʯƨʌʌ ŗʌ ʚɄ ˝ǫŗʚ ʚǫƨ țǶȭǶʚǶȳǖ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ µa*J Ƕʌ ʚǫƨȳ ʚǫƨ γȋऒʌ Ƕȳ e6 Ɖŗȳ ſƨ
ƉǫɄʌƨȳ ſŗʌƨƕ Ʉȳ ʚǫǶʌ țǶȭǶʚ ः ʚɄ ȭǶȳǶȭǶ˲ƨ ʚǫǶʌ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳࣗ ʌƨƨ âƨƕɼƨǖɄʌŗ ŗȳƕ óƉǶƨʯɼ ࣹࣖࡱࡽࡱࡽࣷ

bʯɼʚǫƨɼȭɄɼƨࣗ ſ˦ ɱɼƨƉɄȳƕǶʚǶɄȳǶȳǖ Ʉȳƨ Ɖŗȳ ȭŗȕƨ ʌʯƉǫ ŗ ǖʯƨʌʌ ˙ŗțǶƕࣗ ʌƨƨ �ŗƉɄʚʚƨ ŗȳƕ âǶțŗȳƉǶ ࣹࣖࡱࡽࡱࡽࣷ

ࢅࢁ



6ƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ǫŗțʚǶȳǖ

âɼɄ˙Ƕƕƨƕ ʚǫŗʚ eȋ ȋ→∞−−−→ࣗࡱ Ʉȳƨ ̇ȳƕʌ ʚǫŗʚ

lim
ȩ→∞

P (òA(×ȩ; ε) = min{ȋ : eȋ < ε}) = ,ࡹ

ǑɄɼ ȭɄʌʚ ƉǫɄǶƉƨʌ ɄǑ εࣖ

ÿǫǶʌ ʚʯɼȳʌ Ʉʯʚ ʚɄ ſƨ ʚɼʯƨ ǑɄɼ ŗțț Ɛ ≥ ȩࣗ ȩ→∞, ǑɄɼ ʚǫƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭ ˝Ƕʚǫ ,e Ʉɼ e6ࣖ

ࢉࢁ



6ƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ǫŗțʚǶȳǖ ǑɄɼ ,e ˝Ƕʚǫ ɮ = ࣗࡽ ε = ࢅ−ࡱࡹ

ࢍࢁ



6ƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ǫŗțʚǶȳǖ ǑɄɼ ,e ˝Ƕʚǫ ɮ = ࣗࡽ ε = ࢅ−ࡱࡹ

ࢍࢁ



6ƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ǫŗțʚǶȳǖ ǑɄɼ ,e ˝Ƕʚǫ ɮ = ࣗࡽ ε = ࢅ−ࡱࡹ

ࢍࢁ



6ƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ǫŗțʚǶȳǖ ǑɄɼ ,e ˝Ƕʚǫ ɮ = ࣗࡽ ε = ࢅ−ࡱࡹ

ࢍࢁ



6ƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ǫŗțʚǶȳǖ ǑɄɼ ,e ˝Ƕʚǫ ɮ = ࣗࡽ ε = ࢅ−ࡱࡹ

ࢍࢁ



¶ʯʚțɄɄȕ

é¡ÿ ɱɼɄ˙Ƕƕƨʌ ȳɄȳࣽʚɼǶ˙Ƕŗț ʚɼŗƉʚŗſțƨ ȭɄƕƨțʌ ʚɄ ŗȳŗț˦˲ƨ ʚǫƨ ʌʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɄǑ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣖ

¶ʚǫƨɼ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ŗɼƨ ŗȳŗț˦˲ŗſțƨࣘ

࣢ ¡y¥éEó ŗțǖɄɼǶʚǫȭ
࣢ âɄț˦ŗȕ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ
࣢ ¥ƨʌʚƨɼɄ˙ ŗƉƉƨțƨɼŗʚƨƕ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ
࣢ óe6 ǑɄɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ
࣢ . . .

óƨƨ ʚǫƨ ɱɼƨɱɼǶȳʚʌࣘ âŗɸʯƨʚʚƨ ŗȳƕ ÿɼɄǖƕɄȳ ࣹࣗࡱࡽࡱࡽࣷ âŗɸʯƨʚʚƨ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࣗࡹࡽࡱࡽࣷ 6Ƕȳǖ ŗȳƕ ÿɼɄǖƕɄȳ ࣹࣗࡹࡽࡱࡽࣷ
âŗɸʯƨʚʚƨ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࡱࡽࡱࡽࣷ

࢑ࢁ



¶ʯʚțɄɄȕ

¶ʚǫƨɼ ƨȳʌƨȭſțƨʌ ŗɼƨ ŗȳŗț˦˲ŗſțƨ ʯʌǶȳǖ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ɼƨʌʯțʚʌ ǑɼɄȭ é¡ÿࣘ

࣢ óɱǶȕƨƕ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ࣯ʌƨƨ $ŗǶȕ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࣗࢉࡱࡱࡽࣷ $țɄƨȭƨȳƕŗț ŗȳƕ ĬǶɼŚǖ ࣹࣗࢁࡹࡱࡽࣷ 6Ƕȳǖ ŗȳƕ ĸŗȳǖ
ࣹ࢙ࣗࡹࡱࡽࣷ ŗȳƕ ȭŗȳ˦ ȭɄɼƨࣱ

࣢ ¥ɄȳțǶȳƨŗɼ ȭɄƕƨțʌ ࣯ʌƨƨ âŗɼʚ ࣱࢅ
࣢ éŗȳƕɄȭ ǖɼŗɱǫʌ ࣯ʌƨƨ Eɼƕɟʌ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࣗࢁࡹࡱࡽࣷ ǑɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣱ
࣢ yȳ˙ŗɼǶŗȳʚ ƨȳʌƨȭſțƨʌ ࣯ʌƨƨ $Ʉʯɼǖŗƕƨ ƨʚ ŗțࣖ ࣹࣗࢅࡹࡱࡽࣷ 6ƨǶǒʚ ࣹࡱࡱࡱࡽࣷ ŗȳƕ ȭŗȳ˦ ȭɄɼƨࣱ

࢕ࢁ



¶ɱƨȳ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ

¡ŗȳ˦ Ʉɱƨȳ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ ɼƨȭŗǶȳࣘ

࣢ ÿɄ ˝ǫŗʚ ƨ˥ʚƨȳʚ Ɖŗȳ Ʉȳƨ ȭɄ˙ƨ ʚǫƨʌƨ Ƕƕƨŗʌ ſƨ˦Ʉȳƕ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣞ ÿɄ ŗ ʚ˝Ʉࣽțŗ˦ƨɼ ȳƨʚ˝Ʉɼȕࣞ
éŗȳȕࣽɄȳƨ ȭŗʚɼǶ˥ ƉɄȭɱțƨʚǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭࣞ

࣢ İǫŗʚ Ƕʌ ŗ ǖɄɄƕ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ʚɄ ʌʚʯƕ˦ࣞ İǶʌǫŗɼʚ Ƕʌ Ɖțƨŗɼț˦ ʚǫƨ ɱțŗƉƨ ʚɄ ʌʚŗɼʚ ſʯʚ ˝ǫŗʚ
Ƕʌ ɼƨțƨ˙ŗȳʚ Ƕȳ ɱɼŗƉʚǶƉƨࣞ

࢙ࢁ



¶ɱƨȳ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ

¡ŗȳ˦ Ʉɱƨȳ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ ɼƨȭŗǶȳࣘ

࣢ ÿɄ ˝ǫŗʚ ƨ˥ʚƨȳʚ Ɖŗȳ Ʉȳƨ ȭɄ˙ƨ ʚǫƨʌƨ Ƕƕƨŗʌ ſƨ˦Ʉȳƕ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣞ ÿɄ ŗ ʚ˝Ʉࣽțŗ˦ƨɼ ȳƨʚ˝Ʉɼȕࣞ
éŗȳȕࣽɄȳƨ ȭŗʚɼǶ˥ ƉɄȭɱțƨʚǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭࣞ

࣢ İǫŗʚ Ƕʌ ŗ ǖɄɄƕ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ʚɄ ʌʚʯƕ˦ࣞ İǶʌǫŗɼʚ Ƕʌ Ɖțƨŗɼț˦ ʚǫƨ ɱțŗƉƨ ʚɄ ʌʚŗɼʚ ſʯʚ ˝ǫŗʚ
Ƕʌ ɼƨțƨ˙ŗȳʚ Ƕȳ ɱɼŗƉʚǶƉƨࣞ

࢙ࢁ



¶ɱƨȳ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ

¡ŗȳ˦ Ʉɱƨȳ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ ɼƨȭŗǶȳࣘ

࣢ ÿɄ ˝ǫŗʚ ƨ˥ʚƨȳʚ Ɖŗȳ Ʉȳƨ ȭɄ˙ƨ ʚǫƨʌƨ Ƕƕƨŗʌ ſƨ˦Ʉȳƕ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣞ ÿɄ ŗ ʚ˝Ʉࣽțŗ˦ƨɼ ȳƨʚ˝Ʉɼȕࣞ
éŗȳȕࣽɄȳƨ ȭŗʚɼǶ˥ ƉɄȭɱțƨʚǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭࣞ

࣢ İǫŗʚ Ƕʌ ŗ ǖɄɄƕ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦ ƕǶʌʚɼǶſʯʚǶɄȳ ʚɄ ʌʚʯƕ˦ࣞ İǶʌǫŗɼʚ Ƕʌ Ɖțƨŗɼț˦ ʚǫƨ ɱțŗƉƨ ʚɄ ʌʚŗɼʚ ſʯʚ ˝ǫŗʚ
Ƕʌ ɼƨțƨ˙ŗȳʚ Ƕȳ ɱɼŗƉʚǶƉƨࣞ

࢙ࢁ



� ,e ƕƨȭɄ

óƨƨ ,Ʉțŗſ ǑɄɼ ŗ ,e ƕƨȭɄ
JVVRU���EQNCD�TGUGCTEJ�IQQING�EQO�FTKXG�

�7<45-���D�USS�03(Y/%YT8CD2N$��P-!WUR�UJCTKPI

ࡱࢅ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ Ƕ

éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ

� $ŗǶȕࣗ e $ƨȳ �ɼɄʯʌࣗ ŗȳƕ ó âƩƉǫƩࣖ âǫŗʌƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ țŗɼǖƨʌʚ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ ǑɄɼ ȳɄȳȳʯțț ƉɄȭɱțƨ˥ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ òǣƣ �ȩȩŗȑɾ ȹǋ
×ɮȹŻŗŻǮȑǮʋ˖ࣗ ࣱࣗࢉ࣯ࢁࢁ ʌƨɱ ࣖࢉࡱࡱࡽ yóó¥ ࡹ࢙ࡱࡱ ࣖ࢕࢙࢑ࣽࡹ ƕɄǶࣘ RyXRkR9fyyNRRdNy8yyyyyykjjࣖ Ďé�
JVVRU���RTQLGEVGWENKF�QTI�LQWTPCNU�CPPCNU�QH�RTQDCDKNKV[�XQNWOG����KUUWG���
2JCUG�VTCPUKVKQP�QH�VJG�NCTIGUV�GKIGPXCNWG�HQT�PQPPWNN�EQORNGZ�UCORNG����������������������������HWNNࣖ

� $țɄƨȭƨȳƕŗț ŗȳƕ $ ĬǶɼŚǖࣖ �ǶȭǶʚʌ ɄǑ ʌɱǶȕƨƕ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌ yࣖ ×ɮȹŻŗŻǮȑǮʋ˖ òǣƣȹɮ˖ ŗȩƐ ÞƣȑŗʋƣƐ ^ǮƣȑƐɾࣗ ࣗࢉࡽ࢕ँࢉ࢙࢑ࣱࣘࢅࣽࢁ࣯ࢍࢉࡹ ŗʯǖ ࣖࢁࡹࡱࡽ yóó¥ ࣖࡹࢉࡱ࢕ࣽ࢕࢑ࡹࡱ ƕɄǶࣘ
RyXRyydfbyy99y@yRk@y99j@kࣖ Ďé� JVVR���NKPM�URTKPIGT�EQO���������U����������������ࣖ

� p $Ʉɼǖ˝ŗɼƕʚࣖ òǣƣ ɾǮȣɤȑƣ˕ ȣƣʋǣȹƐࣘ � ɤɮȹŻŗŻǮȑǮɾʋǮƅ ŗȩŗȑ˖ɾǮɾࣖ óɱɼǶȳǖƨɼँĬƨɼțŗǖࣗ $ƨɼțǶȳࣗ pƨǶƕƨțſƨɼǖࣗ ࣖ࢑࢕࢙ࡹ Ďé�
JVVRU���YYY�URTKPIGT�EQO�IR�DQQM��������������ࣖ

â $Ʉʯɼǖŗƕƨࣗ � Eɼƕɟʌࣗ ŗȳƕ pࣽÿ ĸŗʯࣖ Eƕǖƨ ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ ɄǑ $ƨʚŗ Eȳʌƨȭſțƨʌࣖ *ȹȣȣʠȩǮƅŗʋǮȹȩɾ Ǯȩ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅŗȑ ×ǣ˖ɾǮƅɾࣗ ࣗࢁࢉࢁँࡹࢍࡽࣱࣘࡹ࣯ࡽࢁࢁ ȳɄ˙ ࣖࢅࡹࡱࡽ yóó¥
ࣖࢍࡹࢍࢁࣽࡱࡹࡱࡱ ƕɄǶࣘ RyXRyydfbyykky@yR9@kRky@xࣖ Ďé� JVVR���NKPM�URTKPIGT�EQO���������U���������������\ࣖ

6 6ŗƕʯʌǫ ŗȳƕ ó pʯǶſƨɼʚʌࣖ � bɼǶƨȳƕț˦ óȭɄɄʚǫƨƕ �ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ʚǫƨ óǶȭɱțƨ˥ ¡ƨʚǫɄƕࣖ çt�� �ȹʠɮȩŗȑ ȹȩ *ȹȣɤʠʋǮȩǐࣗ ࢙࢙ࣗࢅँ࢕ࡹ,¶óÿँ࢙ࢅࢅँ࢕ࡹ,¶óÿࣱࣘࢉ࣯࢙ࢅ ȍŗȳ ࣖࡱࡽࡱࡽ
yóó¥ ࣖ࢑࢙ࢁࢉࣽ࢑࢙ࡱࡱ ƕɄǶࣘ RyXRRjdfR3JRRNdky8ࣖ Ďé� JVVRU���GRWDU�UKCO�QTI�FQK�����������/�������ࣖ

e $ 6ŗȳʚ˲Ƕǖࣖ ¡ŗ˥ǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ ŗ țǶȳƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɄǑ ˙ŗɼǶŗſțƨʌ ʌʯſȍƨƉʚ ʚɄ țǶȳƨŗɼ ǶȳƨɸʯŗțǶʚǶƨʌࣖ yȳ �ƅʋǮˉǮʋ˖ �ȩŗȑ˖ɾǮɾ ȹǋ ×ɮȹƐʠƅʋǮȹȩ ŗȩƐ �ȑȑȹƅŗʋǮȹȩࣗ ɱŗǖƨʌ
ࣖ࢑ࢅࢁँ࢙ࢁࢁ ࣖࡹࢉ࢙ࡹ yó$¥ ࢙ࣖࢅࢁ࢕ࢅ࢑ࢅࡱ࢕ࡱ Ďé� JVVR���EQYNGU�GEQP�[CNG�GFW�2�EO�O���O������RFHࣖ

e $ 6ŗȳʚ˲Ƕǖࣖ ¶ɼǶǖǶȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕࣖ yȳ � ǣǮɾʋȹɮ˖ ȹǋ ɾƅǮƣȩʋǮ̃ƅ ƅȹȣɤʠʋǮȩǐࣗ ɱŗǖƨʌ ࡹࢅࡹ ࣖࡹࢉँࡹ �,¡ࣗ ¥ƨ˝ ĸɄɼȕࣗ ¥ĸࣗ Ďó�ࣗ ȍʯȳ ࣖࡱ࢙࢙ࡹ ƕɄǶࣘ
RyXRR98f3dk8kX33y3Rࣖ Ďé� JVVR���FN�CEO�QTI�FQK��������������������ࣖ

â 6ƨǶǒʚࣖ ­ɮʋǣȹǐȹȩŗȑ ×ȹȑ˖ȩȹȣǮŗȑɾ ŗȩƐ ÞŗȩƐȹȣ �ŗʋɮǮƅƣɾࣘ ŗ ÞǮƣȣŗȩȩࣽlǮȑŻƣɮʋ �ɤɤɮȹŗƅǣࣖ �ȭƨɼࣖ ¡ŗʚǫࣖ óɄƉࣖࣗ âɼɄ˙ǶƕƨȳƉƨࣗ éyࣗ ࣖࡱࡱࡱࡽ

ࡹࢅ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ǶǶ

â 6ƨǶǒʚ ŗȳƕ ÿ ÿɼɄǖƕɄȳࣖ ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ ǑɄɼ EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ �țǖɄɼǶʚǫȭʌ Ʉȳ óŗȭɱțƨ ,Ʉ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ¡ŗʚɼǶƉƨʌࣖ çt�� �ȹʠɮȩŗȑ ȹȩ �ʠȣƣɮǮƅŗȑ �ȩŗȑ˖ɾǮɾࣗ ࣖ࢑ࡹࡱࡽ Ďé�
JVVR���CTZKX�QTI�CDU�����������ࣖ

âƨɼƉ˦ � 6ƨǶǒʚࣗ eɄ˙Ƕȳƕ ¡ƨȳɄȳࣗ óǫƨƨǫŗȳ ¶ț˙ƨɼࣗ ŗȳƕ ÿǫɄȭŗʌ ÿɼɄǖƕɄȳࣖ ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ƕȳ ȳʯȭƨɼǶƉŗț ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳʌ ˝Ƕʚǫ ɼŗȳƕɄȭ ƕŗʚŗࣖ ×ɮȹƅƣƣƐǮȩǐɾ ȹǋ ʋǣƣ
�ŗʋǮȹȩŗȑ �ƅŗƐƣȣ˖ ȹǋ çƅǮƣȩƅƣɾࣗ ࣖࢅࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���FQK�QTI���������RPCU�����������ࣖ

� 6ƨʌǫɱŗȳƕƨ ŗȳƕ 6 � óɱǶƨțȭŗȳࣖ yȭɱɼɄ˙ƨƕ óȭɄɄʚǫƨƕ �ȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ʚǫƨ óǫŗƕɄ˝ Ĭƨɼʚƨ˥ óǶȭɱțƨ˥ ¡ƨʚǫɄƕࣖ yȳ ʋǣࡷࡵ �ȩȩʠŗȑ tBBB ç˖ȣɤȹɾǮʠȣ ȹȩ ^ȹʠȩƐŗʋǮȹȩɾ
ȹǋ *ȹȣɤʠʋƣɮ çƅǮƣȩƅƣ ࣯^­*çऒࣰࣗࡶࡱ ɱŗǖƨʌ ࣖࢍࢉࢁँ࢙ࢅࢁ yEEEࣗ ࣖࢉࡱࡱࡽ yó$¥ ࣖࡱࣽ࢕ࢍࢅࡽࣽࢉ࢙ࢍ࢑ࣽࡱ ƕɄǶࣘ RyXRRyNfa6*aXkyy8X99ࣖ Ďé�
JVVR���KGGGZRNQTG�KGGG�QTI�FQEWOGPV���������ࣖ

ķ 6Ƕȳǖ ŗȳƕ ÿ ÿɼɄǖƕɄȳࣖ ÿǫƨ ƉɄȳȍʯǖŗʚƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ʉȳ ŗ ǖƨȳƨɼŗț Ɖțŗʌʌ ɄǑ ʌɱǶȕƨƕ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡳࡱࡺࡴࣖࡲࡷࡱࡲࡳ ȍʯȳ ࣖࡹࡽࡱࡽ Ďé�
JVVR���CTZKX�QTI�CDU�����������ࣖ

ķ 6Ƕȳǖ ŗȳƕ b ĸŗȳǖࣖ óɱǶȕƨƕ ʌƨɱŗɼŗſțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ŗȳƕ ɱɼǶȳƉǶɱŗț ƉɄȭɱɄȳƨȳʚʌࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࡶࡱࡺࡲ ࣗࡱࡷࡱࡴࣖࡲ ȭŗ˦ ࢙ࣖࡹࡱࡽ Ďé�
JVVR���CTZKX�QTI�CDU�����������ࣖ

� Eɼƕɟʌࣗ � �ȳɄ˝țƨʌࣗ pࣽÿ ĸŗʯࣗ ŗȳƕ � ĸǶȳࣖ óɱƨƉʚɼŗț ʌʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɄǑ EɼƕɟʌँéƩȳ˦Ƕ ǖɼŗɱǫʌ yࣘ �ɄƉŗț ʌƨȭǶƉǶɼƉțƨ țŗ˝ࣖ òǣƣ �ȩȩŗȑɾ ȹǋ ×ɮȹŻŗŻǮȑǮʋ˖ࣗ ࣱࣗ$ࢁ࣯ࡹࢅ ȭŗ˦ ࣖࢁࡹࡱࡽ
yóó¥ ࡹ࢙ࡱࡱ ࣖ࢕࢙࢑ࣽࡹ ƕɄǶࣘ RyXRkR9fRR@�PSdj9ࣖ Ďé� JVVRU���RTQLGEVGWENKF�QTI�LQWTPCNU�CPPCNU�QH�RTQDCDKNKV[�XQNWOG����
KUUWG��$�5RGEVTCN�UVCVKUVKEU�QH�'TFĒU4]ª_P[K�ITCRJU�+�.QECN�UGOKEKTENG�NCY������������#12����HWNNࣖ

¡ pƨʌʚƨȳƨʌ ŗȳƕ E óʚƨǶǑƨțࣖ ¡ƨʚǫɄƕ ɄǑ ,Ʉȳȍʯǖŗʚƨ eɼŗƕǶƨȳʚʌ ǑɄɼ óɄț˙Ƕȳǖ �Ƕȳƨŗɼ ó˦ʌʚƨȭʌࣖ �ࣖ Þƣɾƣŗɮƅǣ �ŗʋࣖ #ʠɮࣖ çʋŗȩƐŗɮƐɾࣗ ࣗࢍࢁࢅँ࢙ࡱࢅࣘࡱࡽ ࣖࡽࢉ࢙ࡹ

ó �ŗƉ˲ȭŗɼ˲ࣖ �ȳǖƨȳŪǫƨɼʚƨ ŗʯ̈ɒʌʯȳǖ ˙Ʉȳ ʌ˦ʌʚƨȭƨȳ țǶȳƨŗɼƨɼ ǖțƨǶƉǫʯȳǖƨȳ ࣯ƨȳǖțǶʌǫ ʚɼŗȳʌțŗʚǶɄȳ ſ˦ ȍŗʌɄȳ ʌʚɄƉȕȭŗȳȳࣱࣘ $ʯțțƨʚǶȳ ǶȳʚƨɼȳŗʚǶɄȳŗț ƕƨ țऒŗƉŗƕƩȭǶƨ
ɱɄțɄȳŗǶʌƨ ƕƨʌ ʌƉǶƨȳƉƨʌ ƨʚ ƕƨʌ țƨʚʚɼƨʌࣖ ࣖ࢑ࢁ࢙ࡹ

� �ȳɄ˝țƨʌ ŗȳƕ � ĸǶȳࣖ �ȳǶʌɄʚɼɄɱǶƉ țɄƉŗț țŗ˝ʌ ǑɄɼ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ ×ɮȹŻŗŻǮȑǮʋ˖ òǣƣȹɮ˖ ŗȩƐ ÞƣȑŗʋƣƐ ^ǮƣȑƐɾࣗ ࣗࡽࢉࢁँ࢑ࢉࡽࣱࣘࡽࣽࡹ࣯࢙ࢍࡹ ɄƉʚ ࣖ࢑ࡹࡱࡽ yóó¥ ࣖࡹࢉࡱ࢕ࣽ࢕࢑ࡹࡱ ƕɄǶࣘ
RyXRyydfbyy99y@yRe@ydjy@9ࣖ Ďé� JVVR���NKPM�URTKPIGT�EQO���������U����������������ࣖ

E �Ʉʌʚțŗȳࣖ ,Ʉȭɱțƨ˥Ƕʚ˦ ʚǫƨɄɼ˦ ɄǑ ȳʯȭƨɼǶƉŗț țǶȳƨŗɼ ŗțǖƨſɼŗࣖ �ȹʠɮȩŗȑ ȹǋ *ȹȣɤʠʋŗʋǮȹȩŗȑ ŗȩƐ �ɤɤȑǮƣƐ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅɾࣗ ࣗࡱࢁࡽँ࢙ࡹࡽࣱࣘࢁࣽࡽ࣯ࡽࡽ ȍʯȳ ࣖ࢕࢕࢙ࡹ yóó¥ ࣖ࢑ࡽࢅࡱ࢑࢑ࢁࡱ
ƕɄǶࣘ RyXRyRefyjdd@y9kdU33VNy9yk@8ࣖ Ďé� JVVR���YYY�UEKGPEGFKTGEV�EQO�UEKGPEG�CTVKENG�RKK�����������������ࣖ

ࡽࢅ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ǶǶǶ

� �ʯƉ˲˦ȴʌȕǶ ŗȳƕ p İɄ˳ȳǶŗȕɄ˝ʌȕǶࣖ EʌʚǶȭŗʚǶȳǖ ʚǫƨ �ŗɼǖƨʌʚ EǶǖƨȳ˙ŗțʯƨ ſ˦ ʚǫƨ âɄ˝ƨɼ ŗȳƕ �ŗȳƉ˲Ʉʌ �țǖɄɼǶʚǫȭʌ ˝Ƕʚǫ ŗ éŗȳƕɄȭ óʚŗɼʚࣖ çt�� �ȹʠɮȩŗȑ ȹȩ �ŗʋɮǮ˕
�ȩŗȑ˖ɾǮɾ ŗȩƐ �ɤɤȑǮƅŗʋǮȹȩɾࣗ ࢅ࢙ࡱࡹࣱࣘࢅ࣯ࢁࡹ ࣗࡽࡽࡹँࡹ ɄƉʚ ࣖࡽ࢙࢙ࡹ yóó¥ ࣖ࢕࢙࢑ࢅࣽࢉ࢙࢕ࡱ ƕɄǶࣘ RyXRRjdfyeRjyeeࣖ Ďé�
JVVR���GRWDU�UKCO�QTI�FQK����������������ࣖ

�Ʉȳŗʚǫŗȳ �ŗƉɄʚʚƨ ŗȳƕ ¡ƨɼʚ âǶțŗȳƉǶࣖ ¶ɱʚǶȭŗț ɼŗȳƕɄȭǶ˲ƨƕ ̇ɼʌʚࣽɄɼƕƨɼ ȭƨʚǫɄƕʌ ǑɄɼ țƨŗʌʚࣽʌɸʯŗɼƨʌ ɱɼɄſțƨȭʌࣖ yȳ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ
�ƣŗɮȩǮȩǐࣖ â¡�éࣗ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

ń �ǶŗɄ ŗȳƕ ¡ İ ¡ŗǫɄȳƨ ࣖ˦ pƨʌʌǶŗȳ EǶǖƨȳʌɱƨƉʚɼŗ ɄǑ ¡Ʉɼƨ éƨŗțǶʌʚǶƉ ¥ɄȳțǶȳƨŗɼ ¡Ʉƕƨțʌࣖ ȭŗɼ ࣖࡹࡽࡱࡽ Ďé� JVVR���CTZKX�QTI�CDU�����������ࣖ
, âŗɸʯƨʚʚƨࣗ $ ˙ŗȳ ¡ƨɼɼǶƵȳſɄƨɼࣗ ŗȳƕ b âƨƕɼƨǖɄʌŗࣖ pŗțʚǶȳǖ ÿǶȭƨ Ƕʌ âɼƨƕǶƉʚŗſțƨ ǑɄɼ �ŗɼǖƨ ¡Ʉƕƨțʌࣘ � ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ âɼɄɱƨɼʚ˦ ŗȳƕ �˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ �ȳŗț˦ʌǶʌࣖ

ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡺࡺࡳࡵࡱࣖࡷࡱࡱࡳ ȍʯȳ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé� JVVR���CTZKX�QTI�CDU�����������ࣖ
, âŗɸʯƨʚʚƨࣗ � �ƨƨࣗ b âƨƕɼƨǖɄʌŗࣗ ŗȳƕ E âŗɸʯƨʚʚƨࣖ óe6 Ƕȳ ʚǫƨ �ŗɼǖƨࣘ �˙ƨɼŗǖƨࣽƉŗʌƨ �ȳŗț˦ʌǶʌࣗ �ʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌࣗ ŗȳƕ óʚƨɱʌǶ˲ƨ ,ɼǶʚǶƉŗțǶʚ ࣖ˦ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ

ࣗࡷࡺࡴࡵࡱࣖࡳࡱࡲࡳ Ǒƨſ ࣖࡹࡽࡱࡽ Ďé� JVVR���CTZKX�QTI�CDU�����������ࣖ
EțțǶɄʚ âŗɸʯƨʚʚƨ ŗȳƕ ÿǫɄȭŗʌ ÿɼɄǖƕɄȳࣖ ĎȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ ǑɄɼ ʚǫƨ ƉɄȳȍʯǖŗʚƨ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ŗȳƕ ȭǶȳɼƨʌ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ Ʉȳ ʌŗȭɱțƨ ƉɄ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ

ŗɮĩǮˉࣘࣗࡱࡵࡷࡱࡱࣖࡸࡱࡱࡳ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ
bŗſǶŗȳ âƨƕɼƨǖɄʌŗ ŗȳƕ 6ŗȭǶƨȳ óƉǶƨʯɼࣖ �ƉƉƨțƨɼŗʚǶɄȳ ʚǫɼɄʯǖǫ ʌɱƨƉʚɼŗț ƕƨȳʌǶʚ˦ ƨʌʚǶȭŗʚǶɄȳࣖ yȳ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ �ƣŗɮȩǮȩǐࣖ â¡�éࣗ ࣖࡱࡽࡱࡽ

Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ
, İ âǑɼŗȳǖࣗ â 6ƨǶǒʚࣗ ŗȳƕ e ¡ƨȳɄȳࣖ pɄ˝ țɄȳǖ ƕɄƨʌ Ƕʚ ʚŗȕƨ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨ ƨǶǖƨȳ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ ŗ ɼŗȳƕɄȭ ʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗʚɼǶ˥ࣞ ÞŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮ˕ ʋǣƣȹɮ ̟ࣗ

ǮȩʋƣɮŗƅʋǮȩǐ ɤŗɮʋǮƅȑƣ ɾ˖ɾʋƣȣɾࣗ ŗȩƐ ǮȩʋƣǐɮŗŻȑƣ ɾ˖ɾʋƣȣɾࣗ �çÞt ×ʠŻȑǮƅŗʋǮȹȩɾࣗ ࣗࡽࢅࢅँࡹࡹࢅࣘࢉࢍ ࣖࢅࡹࡱࡽ Ďé� JVVR���CTZKX�QTI�CDU����������ࣖ
�ƨ˙ƨȳʚ óŗǖʯȳࣗ ÿǫɄȭŗʌ ÿɼɄǖƕɄȳࣗ ŗȳƕ ĸŗȳȳ �ƨ,ʯȳࣖ ĎȳǶ˙ƨɼʌŗț ǫŗțʚǶȳǖ ʚǶȭƨʌ Ƕȳ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ ŗȳƕ ȭŗƉǫǶȳƨ țƨŗɼȳǶȳǖࣖ Üʠŗɮʋƣɮȑ˖ ȹǋ �ɤɤȑǮƣƐ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅɾࣗ

ࣖ࢑ࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���FQK�QTI���������SCO�����ࣖ
ó óȭŗțƨࣖ ¶ȳ ʚǫƨ ŗ˙ƨɼŗǖƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ʌʚƨɱʌ ɄǑ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨ˥ ȭƨʚǫɄƕ ɄǑ țǶȳƨŗɼ ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖࣖ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅŗȑ ×ɮȹǐɮŗȣȣǮȩǐࣗ ࣗࡽࢍࡽँࡹࢅࡽࣱࣘࢁ࣯࢑ࡽ ɄƉʚ ࣖࢁ࢕࢙ࡹ yóó¥

ࣖࡱࡹࢍࢉࣽࢉࡽࡱࡱ ƕɄǶࣘ RyXRyydf"6yk8NRNykࣖ Ďé� JVVR���NKPM�URTKPIGT�EQO���������$(��������ࣖ

ࢁࢅ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ Ƕ˙

6 � óɱǶƨțȭŗȳ ŗȳƕ óࣽp ÿƨȳǖࣖ óȭɄɄʚǫƨƕ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣖ �ȹʠɮȩŗȑ ȹǋ ʋǣƣ �*�ࣗ ࣗࢁࢍࢅँࢉ࢕ࢁࣱࣘࢁ࣯ࡹࢉ ȭŗ˦ ࣖࢅࡱࡱࡽ yóó¥ ࣖࡹࡹࢅࢉࢅࡱࡱࡱ ƕɄǶࣘ
RyXRR98fNNyjy3XNNyjRyࣖ Ďé� JVVR���FN�CEO�QTI�EKVCVKQP�EHO!KF��������������ࣖ

ÿ óʚɼɄǫȭƨɼ ŗȳƕ é Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳࣖ � éŗȳƕɄȭǶ˲ƨƕ �ŗƉ˲ȭŗɼ˲ �țǖɄɼǶʚǫȭ ˝Ƕʚǫ E˥ɱɄȳƨȳʚǶŗț ,Ʉȳ˙ƨɼǖƨȳƉƨࣖ �ȹʠɮȩŗȑ ȹǋ ^ȹʠɮǮƣɮ �ȩŗȑ˖ɾǮɾ ŗȩƐ �ɤɤȑǮƅŗʋǮȹȩɾࣗ ࣱࣘࡽ࣯ࢉࡹ
ࣗ࢕࢑ࡽँࡽࢍࡽ ŗɱɼ ࢙ࣖࡱࡱࡽ yóó¥ ࢙ࣖࢍ࢕ࢉ࢙ࣽࢍࡱࡹ ƕɄǶࣘ RyXRyydfbyyy9R@yy3@Nyjy@9ࣖ Ďé� JVVR���NKPM�URTKPIGT�EQO���������U����������������ࣖ

é Ĭƨɼʌǫ˦ȳǶȳࣖ $ƨ˦Ʉȳƕ pǶɼʌƉǫ ,ɄȳȍƨƉʚʯɼƨࣘ İŗțȕʌ Ʉȳ éŗȳƕɄȭ âɄț˦ʚɄɱƨʌ ŗȳƕ óȭɄɄʚǫƨƕ ,Ʉȭɱțƨ˥Ƕʚ˦ ɄǑ ʚǫƨ óǶȭɱțƨ˥ ¡ƨʚǫɄƕࣖ çt�� �ȹʠɮȩŗȑ ȹȩ *ȹȣɤʠʋǮȩǐࣗ
࢙ࣗࢁ ࢙ࣖࡱࡱࡽ Ďé� JVVR���GRWDU�UKCO�QTI�FQK������������������ࣖ

ࢅࢅ



éŗȳƕɄȭ ¡ŗʚɼǶ˥ ÿǫƨɄɼ˦ ǑɄɼ ¡ŗƉǫǶȳƨ �ƨŗɼȳǶȳǖ
ÿǫƨ ¡˦ʌʚƨɼ˦ ɄǑ eƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳࣘ İǫ˦ 6Ʉƨʌ 6ƨƨɱ �ƨŗɼȳǶȳǖ İɄɼȕࣞ

bŗſǶŗȳ âƨƕɼƨǖɄʌŗࣗ ,Ʉʯɼʚȳƨ˦ âŗɸʯƨʚʚƨࣗ ÿɄȭ ÿɼɄǖƕɄȳࣗ �ƨ˽ɼƨ˦ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳ

JVVRU���TCPFQO�OCVTKZ�NGCTPKPI�IKVJWD�KQ



İǫ˦ ƕɄƨʌ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖ ˝Ʉɼȕࣞ

6ƨƨɱ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ ƕƨ̇ȳƨ ŗ ̈ƨ˥Ƕſțƨ ŗȳƕ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶ˙ƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌࣖ

óʚŗʚƨࣽɄǑࣽʚǫƨࣽŗɼʚ ȭɄƕƨțʌ ǫŗ˙ƨ ȭǶțțǶɄȳʌ Ʉɼ
ſǶțțǶɄȳʌ ɄǑ ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌ
࣢ ¡ƨƨȳŗࣘ ࢍࣖࡽ ſǶțțǶɄȳ
࣢ ÿʯɼǶȳǖ ¥�eࣘ ࢑ࡹ ſǶțțǶɄȳ
࣢ eâÿࣽࣘࢁ ࢉ࢑ࡹ ſǶțțǶɄȳ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ,ŗȳ˲ǶŗȳǶ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࢍࡹࡱࡽ

¡Ʉƕƨțʌ ʚǫŗʚ ɱƨɼǑɄɼȭ ˝ƨțț Ʉȳ ɼƨŗț ƕŗʚŗ Ɖŗȳ
ƨŗʌǶț˦ ȭƨȭɄɼǶ˲ƨ ȳɄǶʌƨ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷńǫŗȳǖ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡹࡽࡱࡽ

ࡹ



İǫ˦ ƕɄƨʌ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖ ˝Ʉɼȕࣞ

6ƨƨɱ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ ƕƨ̇ȳƨ ŗ ̈ƨ˥Ƕſțƨ ŗȳƕ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶ˙ƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌࣖ

óʚŗʚƨࣽɄǑࣽʚǫƨࣽŗɼʚ ȭɄƕƨțʌ ǫŗ˙ƨ ȭǶțțǶɄȳʌ Ʉɼ
ſǶțțǶɄȳʌ ɄǑ ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌ
࣢ ¡ƨƨȳŗࣘ ࢍࣖࡽ ſǶțțǶɄȳ
࣢ ÿʯɼǶȳǖ ¥�eࣘ ࢑ࡹ ſǶțțǶɄȳ
࣢ eâÿࣽࣘࢁ ࢉ࢑ࡹ ſǶțțǶɄȳ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ,ŗȳ˲ǶŗȳǶ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࢍࡹࡱࡽ

¡Ʉƕƨțʌ ʚǫŗʚ ɱƨɼǑɄɼȭ ˝ƨțț Ʉȳ ɼƨŗț ƕŗʚŗ Ɖŗȳ
ƨŗʌǶț˦ ȭƨȭɄɼǶ˲ƨ ȳɄǶʌƨ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷńǫŗȳǖ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡹࡽࡱࡽ
ࡹ



İǫ˦ ƕɄƨʌ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖ ˝Ʉɼȕࣞ

6ƨƨɱ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ ƕƨ̇ȳƨ ŗ ̈ƨ˥Ƕſțƨ ŗȳƕ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶ˙ƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌࣖ

⇒ óʚŗȳƕŗɼƕ ˝ǶʌƕɄȭ ʌʯǖǖƨʌʚʌ ʚǫƨ˦ ʌǫɄʯțƕ Ʉ˙ƨɼ̇ʚ

ࡽ



İǫ˦ ƕɄƨʌ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖ ˝Ʉɼȕࣞ

6ƨƨɱ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ ƕƨ̇ȳƨ ŗ ̈ƨ˥Ƕſțƨ ŗȳƕ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶ˙ƨ Ɖțŗʌʌ ɄǑ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌࣖ

⇒ óʚŗȳƕŗɼƕ ˝ǶʌƕɄȭ ʌʯǖǖƨʌʚʌ ʚǫƨ˦ ʌǫɄʯțƕ Ʉ˙ƨɼ̇ʚ

ࢁ



6Ʉʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚ

pɄ˝ƨ˙ƨɼࣗ țŗɼǖƨ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ ƕɄ ȳɄʚ Ʉſƨ˦ ʚǫƨ ƉțŗʌʌǶƉŗț ʚǫƨɄɼ˦ࣘ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ$ƨțȕǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ�ƕ˙ŗȳǶ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ¥ŗȕȕǶɼŗȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ

ÿǫƨ ƨȭƨɼǖǶȳǖ ɱŗɼŗƕǶǖȭ ɄǑ ƐȹʠŻȑƣ Ɛƣɾƅƣȩʋ ʌƨƨȕʌ ʚɄ ƨ˥ɱțŗǶȳ ʚǫǶʌ ɱǫƨȳɄȭƨȳɄȳࣖ ࢅ



¡Ʉƕƨțʌ ɄǑ 6Ʉʯſțƨ 6ƨʌƉƨȳʚ



pǶʌʚɄɼ˦ ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣘ �ƨɼȳƨț ǶȳʚƨɼɱɄțŗʚǶɄȳ

ࣱࡹ yȳʚƨɼɱɄțŗʚǶȳǖ ȕƨɼȳƨțʌ ࣯ʚɼŗǶȳƨƕ ʚɄ ˲ƨɼɄ ƨɼɼɄɼࣱ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨ ˝ƨțț ࣷ$ƨțȕǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢕ࡹࡱࡽ

⇒ 6Ʉʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚ Ƕʌ ȳɄʚ ʯȳǶɸʯƨ ʚɄ ƕƨƨɱ ȳƨʯɼŗț
ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ

ࣱࡽ �ƨɼȳƨțʌ Ɖŗȳ ǶȭɱțǶƉǶʚț˦ ɼƨǖʯțŗɼǶ˲ƨ Ƕȳ ǫǶǖǫ
ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ ࣷ�Ƕŗȳǖ ŗȳƕ éŗȕǫțǶȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ�Ƕŗȳǖ ŗȳƕ éŗȕǫțǶȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ࣱࢁ ,ɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ Ƕʌ ŗ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ɱǫƨȳɄȭƨȳɄȳ ࣷéŗȕǫțǶȳ ŗȳƕ ńǫŗǶࣗ ࣹ࢙ࣘࡹࡱࡽ

ÿǫƨ ƨʌʚǶȭŗʚǶɄȳ ƨɼɼɄɼ ɄǑ ʚǫƨ ȭǶȳǶȭʯȭࣽȳɄɼȭ ȕƨɼȳƨț ǶȳʚƨɼɱɄțŗȳʚ

argmin
ǋ∈H

‖ǋ‖H ʌࣖʚࣖ ǋ(˕Ǯ) = ˖Ǯ , Ǯ = ࡹ . . .ȩ

ƕɄƨʌ ȳɄʚ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨ ʚɄ ˲ƨɼɄ ŗʌ ȩ ǖɼɄ˝ʌࣗ ʯȳțƨʌʌ Ɛ Ƕʌ ɱɼɄɱɄɼʚǶɄȳŗț ʚɄ ȩࣖ

ࢉ



pǶʌʚɄɼ˦ ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣘ �ƨɼȳƨț ǶȳʚƨɼɱɄțŗʚǶɄȳ

ࣱࡹ yȳʚƨɼɱɄțŗʚǶȳǖ ȕƨɼȳƨțʌ ࣯ʚɼŗǶȳƨƕ ʚɄ ˲ƨɼɄ ƨɼɼɄɼࣱ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨ ˝ƨțț ࣷ$ƨțȕǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢕ࡹࡱࡽ

⇒ 6Ʉʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚ Ƕʌ ȳɄʚ ʯȳǶɸʯƨ ʚɄ ƕƨƨɱ ȳƨʯɼŗț
ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ

ࣱࡽ �ƨɼȳƨțʌ Ɖŗȳ ǶȭɱțǶƉǶʚț˦ ɼƨǖʯțŗɼǶ˲ƨ Ƕȳ ǫǶǖǫ
ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ ࣷ�Ƕŗȳǖ ŗȳƕ éŗȕǫțǶȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ�Ƕŗȳǖ ŗȳƕ éŗȕǫțǶȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ࣱࢁ ,ɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ Ƕʌ ŗ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ɱǫƨȳɄȭƨȳɄȳ ࣷéŗȕǫțǶȳ ŗȳƕ ńǫŗǶࣗ ࣹ࢙ࣘࡹࡱࡽ

ÿǫƨ ƨʌʚǶȭŗʚǶɄȳ ƨɼɼɄɼ ɄǑ ʚǫƨ ȭǶȳǶȭʯȭࣽȳɄɼȭ ȕƨɼȳƨț ǶȳʚƨɼɱɄțŗȳʚ

argmin
ǋ∈H

‖ǋ‖H ʌࣖʚࣖ ǋ(˕Ǯ) = ˖Ǯ , Ǯ = ࡹ . . .ȩ

ƕɄƨʌ ȳɄʚ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨ ʚɄ ˲ƨɼɄ ŗʌ ȩ ǖɼɄ˝ʌࣗ ʯȳțƨʌʌ Ɛ Ƕʌ ɱɼɄɱɄɼʚǶɄȳŗț ʚɄ ȩࣖ

ࢉ



pǶʌʚɄɼ˦ ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣘ �ƨɼȳƨț ǶȳʚƨɼɱɄțŗʚǶɄȳ

ࣱࡹ yȳʚƨɼɱɄțŗʚǶȳǖ ȕƨɼȳƨțʌ ࣯ʚɼŗǶȳƨƕ ʚɄ ˲ƨɼɄ ƨɼɼɄɼࣱ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨ ˝ƨțț ࣷ$ƨțȕǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢕ࡹࡱࡽ

⇒ 6Ʉʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚ Ƕʌ ȳɄʚ ʯȳǶɸʯƨ ʚɄ ƕƨƨɱ ȳƨʯɼŗț
ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌ

ࣱࡽ �ƨɼȳƨțʌ Ɖŗȳ ǶȭɱțǶƉǶʚț˦ ɼƨǖʯțŗɼǶ˲ƨ Ƕȳ ǫǶǖǫ
ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ ࣷ�Ƕŗȳǖ ŗȳƕ éŗȕǫțǶȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ�Ƕŗȳǖ ŗȳƕ éŗȕǫțǶȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ࣱࢁ ,ɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ Ƕʌ ŗ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ɱǫƨȳɄȭƨȳɄȳ ࣷéŗȕǫțǶȳ ŗȳƕ ńǫŗǶࣗ ࣹ࢙ࣘࡹࡱࡽ

ÿǫƨ ƨʌʚǶȭŗʚǶɄȳ ƨɼɼɄɼ ɄǑ ʚǫƨ ȭǶȳǶȭʯȭࣽȳɄɼȭ ȕƨɼȳƨț ǶȳʚƨɼɱɄțŗȳʚ

argmin
ǋ∈H

‖ǋ‖H ʌࣖʚࣖ ǋ(˕Ǯ) = ˖Ǯ , Ǯ = ࡹ . . .ȩ

ƕɄƨʌ ȳɄʚ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨ ʚɄ ˲ƨɼɄ ŗʌ ȩ ǖɼɄ˝ʌࣗ ʯȳțƨʌʌ Ɛ Ƕʌ ɱɼɄɱɄɼʚǶɄȳŗț ʚɄ ȩࣖ ࢉ



¡Ʉƕƨțʌ ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣘ pǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț țǶȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ

İǫŗʚ Ƕʌ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨʌʚ ʚǫƨɄɼƨʚǶƉŗțț˦ ʚɼŗƉʚŗſțƨ ȭɄƕƨț ʚǫŗʚ ƨ˥ǫǶſǶʚʌ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣞ

�Ƕȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ʌʯ˾Ɖƨʌࣗ ſʯʚ ɼƨɸʯǶɼƨʌ ŗ ȭƨƉǫŗȳǶʌȭ ʚɄ ˙ŗɼ˦ ʚǫƨ ƨ˽ƨƉʚǶ˙ƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ
ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌ Ʉɼ ʌŗȭɱțƨʌࣘ

࣢ ÿǫƨ ʌǶ˲ƨ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭț˦ ʌƨțƨƉʚƨƕ ʌʯſʌƨʚʌ ɄǑ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ࣷ$ƨțȕǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ
࣢ ÿǫƨ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțǶʚ˦ ɄǑ ʚǫƨ țɄ˝ࣽ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ʌʯſʌɱŗƉƨ ࣷ$ŗɼʚțƨʚʚ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ
࣢ ÿǫƨ ʌɱŗɼʌǶʚ˦ ɄǑ ʚǫƨ ǖƨȳƨɼŗʚǶ˙ƨ ȭɄƕƨț ࣷ¡Ƕʚɼŗࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ$ƨțȕǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ¡Ƕʚɼŗࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ

ࢍ



¡Ʉƕƨțʌ ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣘ pǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț țǶȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ

İǫŗʚ Ƕʌ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨʌʚ ʚǫƨɄɼƨʚǶƉŗțț˦ ʚɼŗƉʚŗſțƨ ȭɄƕƨț ʚǫŗʚ ƨ˥ǫǶſǶʚʌ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣞ

�Ƕȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ʌʯ˾Ɖƨʌࣗ ſʯʚ ɼƨɸʯǶɼƨʌ ŗ ȭƨƉǫŗȳǶʌȭ ʚɄ ˙ŗɼ˦ ʚǫƨ ƨ˽ƨƉʚǶ˙ƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ
ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌ Ʉɼ ʌŗȭɱțƨʌࣘ

࣢ ÿǫƨ ʌǶ˲ƨ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭț˦ ʌƨțƨƉʚƨƕ ʌʯſʌƨʚʌ ɄǑ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ࣷ$ƨțȕǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ
࣢ ÿǫƨ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗțǶʚ˦ ɄǑ ʚǫƨ țɄ˝ࣽ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ʌʯſʌɱŗƉƨ ࣷ$ŗɼʚțƨʚʚ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ
࣢ ÿǫƨ ʌɱŗɼʌǶʚ˦ ɄǑ ʚǫƨ ǖƨȳƨɼŗʚǶ˙ƨ ȭɄƕƨț ࣷ¡Ƕʚɼŗࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ
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óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ$ƨțȕǶȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ¡Ƕʚɼŗࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ
ࢍ



¡Ʉƕƨțʌ ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣘ éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ȭɄƕƨțʌ

yȳ ɼŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣗ ʚǫƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ƉɄȳʚɼɄțʌ ʚǫƨ ȭɄƕƨț
ƉŗɱŗƉǶʚ ࣗ˦ ŗȳƕ Ɖŗȳ ſƨ ʚʯȳƨƕ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚț˦ ǑɼɄȭ ʚǫƨ ƕŗʚŗࣖ

E˥ŗƉʚ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ɼƨʌʯțʚʌ Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌ ƨ˥Ƕʌʚ Ƕȳ ȭŗȳ˦ ʌƨʚʚǶȳǖʌࣗ ǶȳƉțʯƕǶȳǖࣘ

࣢ ĎȳʌʚɼʯƉʚʯɼƨƕ ɼŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ࣷ¡ƨǶ ŗȳƕ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ
࣢ ¥ÿ�ࣽʌʚɼʯƉʚʯɼƨƕ ɼŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ࣷ�ƕțŗȭ ŗȳƕ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ
࣢ éŗȳƕɄȭ bɄʯɼǶƨɼ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ࣷ�ǶŗɄ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ�ƕțŗȭ ŗȳƕ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ óɄʯɼƉƨࣘ ࣷ¡ƨǶ ŗȳƕ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ ࢑



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ȭɄƕƨțʌ



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ

ÞŗȩƐȹȣ ǋƣŗʋʠɮƣ ɮƣǐɮƣɾɾǮȹȩ Ƕʌ ȍʯʌʚ țǶȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ Ʉȳ ŗ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭƨƕ Ǒƨŗʚʯɼƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ
^ = ǋ( √ࡹ

ƐĢĩ) ∈ Rȣ×ȩࣗ ˝ǫƨɼƨ Ģ ∈ Rȣ×Ɛࣗ ĢǮȃ ∼ N ,ࡱ) ࣖ(ࡹ

࣢ ¡Ʉƕƨț ǖǶ˙ƨȳ ſ˦ β$^ ࣯Ƕȳʌʚƨŗƕ ɄǑ β$ĩࣱ ः ˙ŗɼǶŗſțƨ ƉŗɱŗƉǶʚ˦ ࣯ȣ ˙ʌ Ɛ ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌࣱ
࣢ ǋ(·) Ƕʌ ŗ ȳɄȳțǶȳƨŗɼ ŗƉʚǶ˙ŗʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣗ ŗƉʚǶȳǖ ƨțƨȭƨȳʚ˝Ƕʌƨ
࣢ ^ Ƕʌ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɄ ̇ɼʌʚ ɱɄʌʚࣽŗƉʚǶ˙ŗʚǶɄȳ țŗ˦ƨɼ ɄǑ ŗ ¥¥ ŗʚ ǶȳǶʚ

bɄɼ ʚŗɼǖƨʚʌ Ī ∈ Rࡹ×ȩࣗ ʚǫƨ ɼǶƕǖƨࣽɼƨǖʯțŗɼǶ˲ƨƕ țɄʌʌ Ƕʌࣗ

�(β; ĩ) = ‖Ī− √ࡹ
ȣβ

ࡽࡽ‖^$ + λ‖β‖ࡽࡽ ,

ŗȳƕ ʚǫƨ ɄɱʚǶȭŗț ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚʌ β̂ ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ſ ࣗ˦

β̂ = √ࡹ
ȣĪ(�+ λtȩ)−ࡹ^$ , � = ࡹ

ȣ^
$^ .

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ Ü ≡ (�+ λtȩ)−ࡹ Ƕʌ ʚǫƨ ɮƣɾȹȑˉƣȩʋ ɄǑ ʚǫƨ ȕƨɼȳƨț ȭŗʚɼǶ˥ �ࣖ

࢕



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ

ÞŗȩƐȹȣ ǋƣŗʋʠɮƣ ɮƣǐɮƣɾɾǮȹȩ Ƕʌ ȍʯʌʚ țǶȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ Ʉȳ ŗ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭƨƕ Ǒƨŗʚʯɼƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ
^ = ǋ( √ࡹ

ƐĢĩ) ∈ Rȣ×ȩࣗ ˝ǫƨɼƨ Ģ ∈ Rȣ×Ɛࣗ ĢǮȃ ∼ N ,ࡱ) ࣖ(ࡹ

࣢ ¡Ʉƕƨț ǖǶ˙ƨȳ ſ˦ β$^ ࣯Ƕȳʌʚƨŗƕ ɄǑ β$ĩࣱ ः ˙ŗɼǶŗſțƨ ƉŗɱŗƉǶʚ˦ ࣯ȣ ˙ʌ Ɛ ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌࣱ
࣢ ǋ(·) Ƕʌ ŗ ȳɄȳțǶȳƨŗɼ ŗƉʚǶ˙ŗʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣗ ŗƉʚǶȳǖ ƨțƨȭƨȳʚ˝Ƕʌƨ
࣢ ^ Ƕʌ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɄ ̇ɼʌʚ ɱɄʌʚࣽŗƉʚǶ˙ŗʚǶɄȳ țŗ˦ƨɼ ɄǑ ŗ ¥¥ ŗʚ ǶȳǶʚ

bɄɼ ʚŗɼǖƨʚʌ Ī ∈ Rࡹ×ȩࣗ ʚǫƨ ɼǶƕǖƨࣽɼƨǖʯțŗɼǶ˲ƨƕ țɄʌʌ Ƕʌࣗ

�(β; ĩ) = ‖Ī− √ࡹ
ȣβ

ࡽࡽ‖^$ + λ‖β‖ࡽࡽ ,

ŗȳƕ ʚǫƨ ɄɱʚǶȭŗț ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚʌ β̂ ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ſ ࣗ˦

β̂ = √ࡹ
ȣĪ(�+ λtȩ)−ࡹ^$ , � = ࡹ

ȣ^
$^ .

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ Ü ≡ (�+ λtȩ)−ࡹ Ƕʌ ʚǫƨ ɮƣɾȹȑˉƣȩʋ ɄǑ ʚǫƨ ȕƨɼȳƨț ȭŗʚɼǶ˥ �ࣖ

࢕



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ

ÞŗȩƐȹȣ ǋƣŗʋʠɮƣ ɮƣǐɮƣɾɾǮȹȩ Ƕʌ ȍʯʌʚ țǶȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ Ʉȳ ŗ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭƨƕ Ǒƨŗʚʯɼƨ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ
^ = ǋ( √ࡹ

ƐĢĩ) ∈ Rȣ×ȩࣗ ˝ǫƨɼƨ Ģ ∈ Rȣ×Ɛࣗ ĢǮȃ ∼ N ,ࡱ) ࣖ(ࡹ

࣢ ¡Ʉƕƨț ǖǶ˙ƨȳ ſ˦ β$^ ࣯Ƕȳʌʚƨŗƕ ɄǑ β$ĩࣱ ः ˙ŗɼǶŗſțƨ ƉŗɱŗƉǶʚ˦ ࣯ȣ ˙ʌ Ɛ ɱŗɼŗȭƨʚƨɼʌࣱ
࣢ ǋ(·) Ƕʌ ŗ ȳɄȳțǶȳƨŗɼ ŗƉʚǶ˙ŗʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣗ ŗƉʚǶȳǖ ƨțƨȭƨȳʚ˝Ƕʌƨ
࣢ ^ Ƕʌ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɄ ̇ɼʌʚ ɱɄʌʚࣽŗƉʚǶ˙ŗʚǶɄȳ țŗ˦ƨɼ ɄǑ ŗ ¥¥ ŗʚ ǶȳǶʚ

bɄɼ ʚŗɼǖƨʚʌ Ī ∈ Rࡹ×ȩࣗ ʚǫƨ ɼǶƕǖƨࣽɼƨǖʯțŗɼǶ˲ƨƕ țɄʌʌ Ƕʌࣗ

�(β; ĩ) = ‖Ī− √ࡹ
ȣβ

ࡽࡽ‖^$ + λ‖β‖ࡽࡽ ,

ŗȳƕ ʚǫƨ ɄɱʚǶȭŗț ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚʌ β̂ ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ſ ࣗ˦

β̂ = √ࡹ
ȣĪ(�+ λtȩ)−ࡹ^$ , � = ࡹ

ȣ^
$^ .

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ Ü ≡ (�+ λtȩ)−ࡹ Ƕʌ ʚǫƨ ɮƣɾȹȑˉƣȩʋ ɄǑ ʚǫƨ ȕƨɼȳƨț ȭŗʚɼǶ˥ �ࣖ

࢕



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ʚɼŗǶȳǶȳǖ ƨɼɼɄɼ

ÿɼŗǶȳǶȳǖ ƨɼɼɄɼ Ƕʌ ƕƨʚƨɼȭǶȳƨƕ ſ˦ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ȭŗʚɼǶ˥ Ü ≡ (�+ λtȩ)−ࣘࡹ

BʚɼŗǶȳ(λ) = ࡹ
ȩ‖Ī− √ࡹ

ȣ β̂
ࡽࡽ‖^$

= ࡹ
ȩ‖Ī− ࡹ

ȣĪÜ^
ࡽࡽ‖^$

= ࡹ
ȩ‖Ī− ĪÜ�‖ࡽࡽ

= ࡹ
ȩ‖Ī(tȩ − Ü�)‖ࡽࡽ

= λࡽ ‖ȩ‖ĪÜࡹ
ࡽ
ࡽ ,

˝ǫƨɼƨ ˝ƨ ʯʌƨƕ ʚǫŗʚ tȩ − Ü� = tȩ − Ü(Ü−ࡹ − λtȩ) = tȩ − (tȩ − λÜ) = λÜࣖ

óɄ ˝ƨ ʌƨƨ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ʚɼŗǶȳǶȳǖ ƨɼɼɄɼ ȭƨŗʌʯɼƨʌ ʚǫƨ ŗțǶǖȳȭƨȳʚ ſƨʚ˝ƨƨȳ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ŗȳƕ ʚǫƨ
țŗſƨț ˙ƨƉʚɄɼࣖ

İǫŗʚ ŗſɄʯʚ ʚǫƨ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣞ

࢙



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ʚɼŗǶȳǶȳǖ ƨɼɼɄɼ

ÿɼŗǶȳǶȳǖ ƨɼɼɄɼ Ƕʌ ƕƨʚƨɼȭǶȳƨƕ ſ˦ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ȭŗʚɼǶ˥ Ü ≡ (�+ λtȩ)−ࣘࡹ

BʚɼŗǶȳ(λ) = ࡹ
ȩ‖Ī− √ࡹ

ȣ β̂
ࡽࡽ‖^$

= ࡹ
ȩ‖Ī− ࡹ

ȣĪÜ^
ࡽࡽ‖^$

= ࡹ
ȩ‖Ī− ĪÜ�‖ࡽࡽ

= ࡹ
ȩ‖Ī(tȩ − Ü�)‖ࡽࡽ

= λࡽ ‖ȩ‖ĪÜࡹ
ࡽ
ࡽ ,

˝ǫƨɼƨ ˝ƨ ʯʌƨƕ ʚǫŗʚ tȩ − Ü� = tȩ − Ü(Ü−ࡹ − λtȩ) = tȩ − (tȩ − λÜ) = λÜࣖ
óɄ ˝ƨ ʌƨƨ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ʚɼŗǶȳǶȳǖ ƨɼɼɄɼ ȭƨŗʌʯɼƨʌ ʚǫƨ ŗțǶǖȳȭƨȳʚ ſƨʚ˝ƨƨȳ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ŗȳƕ ʚǫƨ
țŗſƨț ˙ƨƉʚɄɼࣖ

İǫŗʚ ŗſɄʯʚ ʚǫƨ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣞ

࢙



�ʌǶƕƨࣘ eƨȳƨɼŗțǶ˲ƨƕ ƉɼɄʌʌ ˙ŗțǶƕŗʚǶɄȳ ࣯e,Ĭࣱ

� ȭɄƕƨțऒʌ ɱƨɼǑɄɼȭŗȳƉƨ Ʉȳ ʚǫƨ ʚɼŗǶȳǶȳǖ ʌƨʚࣗ Ʉɼ ʌʯſʌƨʚʌ ʚǫƨɼƨɄǑࣗ Ɖŗȳ ſƨ ʯʌƨǑʯț ǑɄɼ
ƨʌʚǶȭŗʚǶȳǖ Ƕʚʌ ɱƨɼǑɄɼȭŗȳƉƨ Ʉȳ ʚǫƨ ʚƨʌʚ ʌƨʚࣖ

࣢ �ƨŗ˙ƨࣽɄȳƨࣽɄʯʚ ƉɼɄʌʌ ˙ŗțǶƕŗʚǶɄȳ ࣯�¶¶,Ĭࣱ

B�­­*Ğ(λ) = ࡹ
ȩ‖ĪÜ · ƕǶŗǖ(Ü)−ࡽࡽ‖ࡹ

࣢ eƨȳƨɼŗțǶ˲ƨƕ ƉɼɄʌʌ ˙ŗțǶƕŗʚǶɄȳ ࣯e,Ĭࣱ

Ba*Ğ(λ) = ࡹ
ȩ‖ĪÜ‖

ࡽ
)/ࡽ

ࡹ
ȩ ʚɼ(Ü))

ࡽ

yȳ ƉƨɼʚŗǶȳ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț țǶȭǶʚʌࣗ Ba*Ğ(λ) = B�­­*Ğ(λ) = Bʚƨʌʚ(λ)ࣘ

࣢ éǶƕǖƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ࣷpŗʌʚǶƨ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ
࣢ �ƨɼȳƨț ɼǶƕǖƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ࣷ�ŗƉɄʚ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ
࣢ éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ࣷ�ƕțŗȭ ŗȳƕ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ࡱࡹ



�ʌǶƕƨࣘ eƨȳƨɼŗțǶ˲ƨƕ ƉɼɄʌʌ ˙ŗțǶƕŗʚǶɄȳ ࣯e,Ĭࣱ

� ȭɄƕƨțऒʌ ɱƨɼǑɄɼȭŗȳƉƨ Ʉȳ ʚǫƨ ʚɼŗǶȳǶȳǖ ʌƨʚࣗ Ʉɼ ʌʯſʌƨʚʌ ʚǫƨɼƨɄǑࣗ Ɖŗȳ ſƨ ʯʌƨǑʯț ǑɄɼ
ƨʌʚǶȭŗʚǶȳǖ Ƕʚʌ ɱƨɼǑɄɼȭŗȳƉƨ Ʉȳ ʚǫƨ ʚƨʌʚ ʌƨʚࣖ

࣢ �ƨŗ˙ƨࣽɄȳƨࣽɄʯʚ ƉɼɄʌʌ ˙ŗțǶƕŗʚǶɄȳ ࣯�¶¶,Ĭࣱ

B�­­*Ğ(λ) = ࡹ
ȩ‖ĪÜ · ƕǶŗǖ(Ü)−ࡽࡽ‖ࡹ

࣢ eƨȳƨɼŗțǶ˲ƨƕ ƉɼɄʌʌ ˙ŗțǶƕŗʚǶɄȳ ࣯e,Ĭࣱ

Ba*Ğ(λ) = ࡹ
ȩ‖ĪÜ‖

ࡽ
)/ࡽ

ࡹ
ȩ ʚɼ(Ü))

ࡽ

yȳ ƉƨɼʚŗǶȳ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț țǶȭǶʚʌࣗ Ba*Ğ(λ) = B�­­*Ğ(λ) = Bʚƨʌʚ(λ)ࣘ

࣢ éǶƕǖƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ࣷpŗʌʚǶƨ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ
࣢ �ƨɼȳƨț ɼǶƕǖƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ࣷ�ŗƉɄʚ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ
࣢ éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ ࣷ�ƕțŗȭ ŗȳƕ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣗ ࣹࡱࡽࡱࡽ

ࡱࡹ



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌ

ÿɄ ƕƨ˙ƨțɄɱ ŗȳ ŗȳŗț˦ʚǶƉŗț ȭɄƕƨț ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣗ ˝ƨ ʌʚʯƕ˦ ʚǫƨ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț
ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌࣘ

ȣ,Ɛ,ȩ→ ∞ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ φ ≡ Ɛ
ȩ ,ψ ≡ Ɛ

ȣ ŗɼƨ ƉɄȳʌʚŗȳʚࣖ

yȳ ʚǫǶʌ țǶȭǶʚࣗ Ʉȳț˦ ȑǮȩƣŗɮ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ƕŗʚŗ Ɖŗȳ ſƨ țƨŗɼȳƨƕࣖ

࣢ yȳʚʯǶʚǶɄȳࣘ Ʉȳț˦ ƨȳɄʯǖǫ ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌ ʚɄ ƕǶʌŗȭſǶǖʯŗʚƨ țǶȳƨŗɼ ƉɄȭſǶȳŗʚǶɄȳʌ ɄǑ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣖ
࣢ ¥ɄȳțǶȳƨŗɼ ʚŗɼǖƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ſƨǫŗ˙ƨʌ țǶȕƨ țǶȳƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɱțʯʌ ȳɄǶʌƨ

ÿǫƨɼƨǑɄɼƨ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ƉɄȳʌǶƕƨɼ țŗſƨțʌ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦

Ī = √ࡹ
Ɛβ

∗$ĩ+ ε , εǮ ∼ N (εࡽσ,ࡱ) .

bɄɼ ʌǶȭɱțǶƉǶʚ ࣗ˦ ˝ƨ ǑɄƉʯʌ Ʉȳ ʚǫƨ ʌɱƨƉǶ̇Ɖ ʌƨʚʚǶȳǖ Ƕȳ ˝ǫǶƉǫࣗ

ĩǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ ŗȳƕ β∗ ∼ N ,ࡱ) tƐ) .

ࡹࡹ



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌ

ÿɄ ƕƨ˙ƨțɄɱ ŗȳ ŗȳŗț˦ʚǶƉŗț ȭɄƕƨț ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣗ ˝ƨ ʌʚʯƕ˦ ʚǫƨ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț
ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌࣘ

ȣ,Ɛ,ȩ→ ∞ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ φ ≡ Ɛ
ȩ ,ψ ≡ Ɛ

ȣ ŗɼƨ ƉɄȳʌʚŗȳʚࣖ
yȳ ʚǫǶʌ țǶȭǶʚࣗ Ʉȳț˦ ȑǮȩƣŗɮ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ƕŗʚŗ Ɖŗȳ ſƨ țƨŗɼȳƨƕࣖ

࣢ yȳʚʯǶʚǶɄȳࣘ Ʉȳț˦ ƨȳɄʯǖǫ ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌ ʚɄ ƕǶʌŗȭſǶǖʯŗʚƨ țǶȳƨŗɼ ƉɄȭſǶȳŗʚǶɄȳʌ ɄǑ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣖ
࣢ ¥ɄȳțǶȳƨŗɼ ʚŗɼǖƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ſƨǫŗ˙ƨʌ țǶȕƨ țǶȳƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɱțʯʌ ȳɄǶʌƨ

ÿǫƨɼƨǑɄɼƨ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ƉɄȳʌǶƕƨɼ țŗſƨțʌ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦

Ī = √ࡹ
Ɛβ

∗$ĩ+ ε , εǮ ∼ N (εࡽσ,ࡱ) .

bɄɼ ʌǶȭɱțǶƉǶʚ ࣗ˦ ˝ƨ ǑɄƉʯʌ Ʉȳ ʚǫƨ ʌɱƨƉǶ̇Ɖ ʌƨʚʚǶȳǖ Ƕȳ ˝ǫǶƉǫࣗ

ĩǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ ŗȳƕ β∗ ∼ N ,ࡱ) tƐ) .

ࡹࡹ



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌ

ÿɄ ƕƨ˙ƨțɄɱ ŗȳ ŗȳŗț˦ʚǶƉŗț ȭɄƕƨț ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣗ ˝ƨ ʌʚʯƕ˦ ʚǫƨ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț
ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌࣘ

ȣ,Ɛ,ȩ→ ∞ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ φ ≡ Ɛ
ȩ ,ψ ≡ Ɛ

ȣ ŗɼƨ ƉɄȳʌʚŗȳʚࣖ
yȳ ʚǫǶʌ țǶȭǶʚࣗ Ʉȳț˦ ȑǮȩƣŗɮ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ƕŗʚŗ Ɖŗȳ ſƨ țƨŗɼȳƨƕࣖ

࣢ yȳʚʯǶʚǶɄȳࣘ Ʉȳț˦ ƨȳɄʯǖǫ ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌ ʚɄ ƕǶʌŗȭſǶǖʯŗʚƨ țǶȳƨŗɼ ƉɄȭſǶȳŗʚǶɄȳʌ ɄǑ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣖ
࣢ ¥ɄȳțǶȳƨŗɼ ʚŗɼǖƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ſƨǫŗ˙ƨʌ țǶȕƨ țǶȳƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɱțʯʌ ȳɄǶʌƨ

ÿǫƨɼƨǑɄɼƨ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ƉɄȳʌǶƕƨɼ țŗſƨțʌ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦

Ī = √ࡹ
Ɛβ

∗$ĩ+ ε , εǮ ∼ N (εࡽσ,ࡱ) .

bɄɼ ʌǶȭɱțǶƉǶʚ ࣗ˦ ˝ƨ ǑɄƉʯʌ Ʉȳ ʚǫƨ ʌɱƨƉǶ̇Ɖ ʌƨʚʚǶȳǖ Ƕȳ ˝ǫǶƉǫࣗ

ĩǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ ŗȳƕ β∗ ∼ N ,ࡱ) tƐ) .

ࡹࡹ



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌ

ÿɄ ƕƨ˙ƨțɄɱ ŗȳ ŗȳŗț˦ʚǶƉŗț ȭɄƕƨț ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣗ ˝ƨ ʌʚʯƕ˦ ʚǫƨ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț
ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌࣘ

ȣ,Ɛ,ȩ→ ∞ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ φ ≡ Ɛ
ȩ ,ψ ≡ Ɛ

ȣ ŗɼƨ ƉɄȳʌʚŗȳʚࣖ
yȳ ʚǫǶʌ țǶȭǶʚࣗ Ʉȳț˦ ȑǮȩƣŗɮ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ƕŗʚŗ Ɖŗȳ ſƨ țƨŗɼȳƨƕࣖ

࣢ yȳʚʯǶʚǶɄȳࣘ Ʉȳț˦ ƨȳɄʯǖǫ ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌ ʚɄ ƕǶʌŗȭſǶǖʯŗʚƨ țǶȳƨŗɼ ƉɄȭſǶȳŗʚǶɄȳʌ ɄǑ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣖ
࣢ ¥ɄȳțǶȳƨŗɼ ʚŗɼǖƨʚ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ſƨǫŗ˙ƨʌ țǶȕƨ țǶȳƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɱțʯʌ ȳɄǶʌƨ

ÿǫƨɼƨǑɄɼƨ Ƕʚ ʌʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ƉɄȳʌǶƕƨɼ țŗſƨțʌ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦

Ī = √ࡹ
Ɛβ

∗$ĩ+ ε , εǮ ∼ N (εࡽσ,ࡱ) .

bɄɼ ʌǶȭɱțǶƉǶʚ ࣗ˦ ˝ƨ ǑɄƉʯʌ Ʉȳ ʚǫƨ ʌɱƨƉǶ̇Ɖ ʌƨʚʚǶȳǖ Ƕȳ ˝ǫǶƉǫࣗ

ĩǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ ŗȳƕ β∗ ∼ N ,ࡱ) tƐ) .

ࡹࡹ



éŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼ

yȳ ʚǫƨ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʌƨʚʯɱ ǑɼɄȭ ŗſɄ˙ƨࣗ ʚǫƨ ɼŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼ Ɖŗȳ
ſƨ ˝ɼǶʚʚƨȳ ŗʌࣗ

Bʚƨʌʚ(λ) = Be,Ĭ(λ)
= lim

ȩ→∞
ࡹ
ȩ‖ĪÜ‖

ࡽ
)/ࡽ

ࡹ
ȩ ʚɼ(Ü))

ࡽ

= lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ‖(

√ࡹ
Ɛβ

∗$ĩ+ ε)Ü‖ࡽࡽ/( ȩࡹ ʚɼ(Ü))
ࡽ

= lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ[(σ

ࡽ
εtȩ + ࡹ

Ɛĩ
$ĩ)Üࡽ]/( ȩࡹ ʚɼ(Ü))

ࡽ

≡ −σ
ࡽ
ετ

′
(λ)ࡹ + τ (λ)ࡽ′

τࡹ(λ)ࡽ
,

˝ǫƨɼƨ ˝ƨ ʯʌƨƕ ʚǫŗʚ ∂
∂λÜ = −Üࣗࡽ ŗȳƕ ˝ƨ ƕƨ̇ȳƨƕ

τࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(Ü) ŗȳƕ τࡽ = lim

ȩ→∞
ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩÜ) .

ࡽࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼ

ÿɄ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣗ ˝ƨ ȳƨƨƕࣘ

τࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(�+ λtȩ)−ࡹ ŗȳƕ τࡽ = lim

ȩ→∞
ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ(�+ λtȩ)−ࡹ) .

éƨƉŗțțǶȳǖ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ �ࣗ

� = ࡹ
ȣ^

$^ , ^ = ǋ( √ࡹ
ƐĢĩ) ,

Ƕʚ Ƕʌ ƨ˙Ƕƕƨȳʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƨȳʚɼǶƨʌ ɄǑ ^ ŗɼƨ ȳɄȳțǶȳƨŗɼț˦ ƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ

࣢ ,ŗȳȳɄʚ ʌǶȭɱț˦ ʯʚǶțǶ˲ƨ ʌʚŗȳƕŗɼƕ ɼƨʌʯțʚʌ ǑɄɼ İǶʌǫŗɼʚ ȭŗʚɼǶƉƨʌ
࣢ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ Ƕʌ Ƕȳʌʯ˾ƉǶƨȳʚ ǑɄɼ τࡽ

ÿǫƨʌƨ ʚƨƉǫȳǶƉŗț Ɖǫŗțțƨȳǖƨʌ Ɖŗȳ ſƨ Ʉ˙ƨɼƉɄȭƨ ˝Ƕʚǫ ʚ˝Ʉ ʚɼǶƉȕʌࣘ

ࣖࡹ ,ɄȳʌʚɼʯƉʚǶȳǖ ŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ eŗʯʌʌǶŗȳ țǶȳƨŗɼǶ˲ƨƕ ȭɄƕƨț
ࣖࡽ �ȳŗț˦˲Ƕȳǖ ŗ ʌʯǶʚŗſț˦ ŗʯǖȭƨȳʚƨƕ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ

ࢁࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼ

ÿɄ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣗ ˝ƨ ȳƨƨƕࣘ

τࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(�+ λtȩ)−ࡹ ŗȳƕ τࡽ = lim

ȩ→∞
ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ(�+ λtȩ)−ࡹ) .

éƨƉŗțțǶȳǖ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ �ࣗ

� = ࡹ
ȣ^

$^ , ^ = ǋ( √ࡹ
ƐĢĩ) ,

Ƕʚ Ƕʌ ƨ˙Ƕƕƨȳʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƨȳʚɼǶƨʌ ɄǑ ^ ŗɼƨ ȳɄȳțǶȳƨŗɼț˦ ƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ

࣢ ,ŗȳȳɄʚ ʌǶȭɱț˦ ʯʚǶțǶ˲ƨ ʌʚŗȳƕŗɼƕ ɼƨʌʯțʚʌ ǑɄɼ İǶʌǫŗɼʚ ȭŗʚɼǶƉƨʌ
࣢ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ Ƕʌ Ƕȳʌʯ˾ƉǶƨȳʚ ǑɄɼ τࡽ

ÿǫƨʌƨ ʚƨƉǫȳǶƉŗț Ɖǫŗțțƨȳǖƨʌ Ɖŗȳ ſƨ Ʉ˙ƨɼƉɄȭƨ ˝Ƕʚǫ ʚ˝Ʉ ʚɼǶƉȕʌࣘ

ࣖࡹ ,ɄȳʌʚɼʯƉʚǶȳǖ ŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ eŗʯʌʌǶŗȳ țǶȳƨŗɼǶ˲ƨƕ ȭɄƕƨț
ࣖࡽ �ȳŗț˦˲Ƕȳǖ ŗ ʌʯǶʚŗſț˦ ŗʯǖȭƨȳʚƨƕ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ

ࢁࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼ

ÿɄ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣗ ˝ƨ ȳƨƨƕࣘ

τࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(�+ λtȩ)−ࡹ ŗȳƕ τࡽ = lim

ȩ→∞
ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ(�+ λtȩ)−ࡹ) .

éƨƉŗțțǶȳǖ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ �ࣗ

� = ࡹ
ȣ^

$^ , ^ = ǋ( √ࡹ
ƐĢĩ) ,

Ƕʚ Ƕʌ ƨ˙Ƕƕƨȳʚ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ƨȳʚɼǶƨʌ ɄǑ ^ ŗɼƨ ȳɄȳțǶȳƨŗɼț˦ ƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣖ

࣢ ,ŗȳȳɄʚ ʌǶȭɱț˦ ʯʚǶțǶ˲ƨ ʌʚŗȳƕŗɼƕ ɼƨʌʯțʚʌ ǑɄɼ İǶʌǫŗɼʚ ȭŗʚɼǶƉƨʌ
࣢ óʚǶƨțʚȍƨʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭ Ƕʌ Ƕȳʌʯ˾ƉǶƨȳʚ ǑɄɼ τࡽ

ÿǫƨʌƨ ʚƨƉǫȳǶƉŗț Ɖǫŗțțƨȳǖƨʌ Ɖŗȳ ſƨ Ʉ˙ƨɼƉɄȭƨ ˝Ƕʚǫ ʚ˝Ʉ ʚɼǶƉȕʌࣘ

ࣖࡹ ,ɄȳʌʚɼʯƉʚǶȳǖ ŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ eŗʯʌʌǶŗȳ țǶȳƨŗɼǶ˲ƨƕ ȭɄƕƨț
ࣖࡽ �ȳŗț˦˲Ƕȳǖ ŗ ʌʯǶʚŗſț˦ ŗʯǖȭƨȳʚƨƕ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ

ࢁࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ eŗʯʌʌǶŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚʌ

ÿǫƨ ȳɄȳțǶȳƨŗɼ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉǶƨʌ Ƕȳ ^ = ǋ( √ࡹ
ƐĢĩ) ƉɄȭɱțǶƉŗʚƨ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌࣖ

,ŗȳ ˝ƨ ǶƕƨȳʚǶǑ˦ ŗ ʌǶȭɱțƨɼ ȭŗʚɼǶ˥ Ƕȳ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ɖțŗʌʌࣞ

ÿǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚ ƉɄȳʌʚŗȳʚʌ ƅࡹ ŗȳƕ ƅࡽ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ

^ ∼= ^țǶȳ ≡ ƅࡹ √ࡹ
ƐĢĩ+ ƅࡽΘ , ΘǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ ,

˝ǫƨɼƨ ^ ∼= ^țǶȳ ǶȳƕǶƉŗʚƨʌ ʚǫƨ ʚ˝Ʉ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ʌǫŗɼƨ ŗțț ʌʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɼƨțƨ˙ŗȳʚ ǑɄɼ ƉɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ
ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ

τࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
ȣ^

$^+ λtȩ)−ࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
ȣ^

$
țǶȳ^țǶȳ + λtȩ)−ࡹ

τࡽ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ( ^ȣࡹ
$^+ λtȩ)−ࡹ) = lim

ȩ→∞
ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ( ^ȣࡹ
$
țǶȳ^țǶȳ + λtȩ)−ࡹ)

pɄ˝ Ɖŗȳ ˝ƨ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨʌƨ ʚɼŗƉƨʌࣞ ¥ƨƨƕ ʚɄ ŗʯǖȭƨȳʚ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚࣖ

ࢅࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ eŗʯʌʌǶŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚʌ

ÿǫƨ ȳɄȳțǶȳƨŗɼ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉǶƨʌ Ƕȳ ^ = ǋ( √ࡹ
ƐĢĩ) ƉɄȭɱțǶƉŗʚƨ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌࣖ

,ŗȳ ˝ƨ ǶƕƨȳʚǶǑ˦ ŗ ʌǶȭɱțƨɼ ȭŗʚɼǶ˥ Ƕȳ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ɖțŗʌʌࣞ

ÿǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚ ƉɄȳʌʚŗȳʚʌ ƅࡹ ŗȳƕ ƅࡽ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ

^ ∼= ^țǶȳ ≡ ƅࡹ √ࡹ
ƐĢĩ+ ƅࡽΘ , ΘǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ ,

˝ǫƨɼƨ ^ ∼= ^țǶȳ ǶȳƕǶƉŗʚƨʌ ʚǫƨ ʚ˝Ʉ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ʌǫŗɼƨ ŗțț ʌʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɼƨțƨ˙ŗȳʚ ǑɄɼ ƉɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ
ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ

τࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
ȣ^

$^+ λtȩ)−ࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
ȣ^

$
țǶȳ^țǶȳ + λtȩ)−ࡹ

τࡽ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ( ^ȣࡹ
$^+ λtȩ)−ࡹ) = lim

ȩ→∞
ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ( ^ȣࡹ
$
țǶȳ^țǶȳ + λtȩ)−ࡹ)

pɄ˝ Ɖŗȳ ˝ƨ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨʌƨ ʚɼŗƉƨʌࣞ ¥ƨƨƕ ʚɄ ŗʯǖȭƨȳʚ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚࣖ

ࢅࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ eŗʯʌʌǶŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚʌ

ÿǫƨ ȳɄȳțǶȳƨŗɼ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉǶƨʌ Ƕȳ ^ = ǋ( √ࡹ
ƐĢĩ) ƉɄȭɱțǶƉŗʚƨ ʚǫƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌࣖ

,ŗȳ ˝ƨ ǶƕƨȳʚǶǑ˦ ŗ ʌǶȭɱțƨɼ ȭŗʚɼǶ˥ Ƕȳ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗțǶʚ˦ Ɖțŗʌʌࣞ

ÿǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚ ƉɄȳʌʚŗȳʚʌ ƅࡹ ŗȳƕ ƅࡽ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ

^ ∼= ^țǶȳ ≡ ƅࡹ √ࡹ
ƐĢĩ+ ƅࡽΘ , ΘǮȃ ∼ N ,ࡱ) (ࡹ ,

˝ǫƨɼƨ ^ ∼= ^țǶȳ ǶȳƕǶƉŗʚƨʌ ʚǫƨ ʚ˝Ʉ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ʌǫŗɼƨ ŗțț ʌʚŗʚǶʌʚǶƉʌ ɼƨțƨ˙ŗȳʚ ǑɄɼ ƉɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ
ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ

τࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
ȣ^

$^+ λtȩ)−ࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
ȣ^

$
țǶȳ^țǶȳ + λtȩ)−ࡹ

τࡽ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ( ^ȣࡹ
$^+ λtȩ)−ࡹ) = lim

ȩ→∞
ࡹ
ȩ ʚɼ(

ࡹ
Ɛĩ

$ĩ( ^ȣࡹ
$
țǶȳ^țǶȳ + λtȩ)−ࡹ)

pɄ˝ Ɖŗȳ ˝ƨ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨʌƨ ʚɼŗƉƨʌࣞ ¥ƨƨƕ ʚɄ ŗʯǖȭƨȳʚ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚࣖ
ࢅࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ȭƨʚǫɄƕ

éƨƉŗțț ǑɼɄȭ âŗɼʚ ࡽ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ȭƨʚǫɄƕ ǶƕƨȳʚǶ̇ƨʌ ƉɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ ɼƨțŗʚǶɄȳʌ ſƨʚ˝ƨƨȳ
ʌʯǶʚŗſț˦ ƉǫɄʌƨȳ ʌʯſȭŗʚɼǶƉƨʌ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚࣖ

pƨɼƨ ˝ƨ Ɖŗȳ ʯȳƕƨɼʚŗȕƨ ŗ ʌǶȭǶțŗɼ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ŗʌ Ƕȳ âŗɼʚ ࣗࡽ ſʯʚ ȳɄ˝ Ʉȳ ŗȳ ŗʯǖȭƨȳʚƨƕ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ

l =

[
λtȩ √ࡹ

ȣ^
$
țǶȳ

√ࡹ
ȣ^țǶȳ −tȣ

]
,

˝ǫǶƉǫ ƨȳƉɄƕƨʌ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ʚǫɼɄʯǖǫ Ü = (�+ λtȩ)−ࡹ = [l−ࡹ]ࡹ:ȩ,ࡹ:ȩࣖ

ÿɄ ƕƨɼǶ˙ƨ ƉɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ ɼƨțŗʚǶɄȳʌࣗ ˝ƨ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ʚ˝Ʉ ʌʯſȭŗʚɼǶƉƨʌࣘ l(ࡹ) ࣯țƨŗ˙Ƕȳǖ Ʉʯʚ
ɼɄ˝ࣩƉɄțʯȭȳ ࣱࣗࡹ ŗȳƕ l(ȩ+ࡹ) ࣯țƨŗ˙Ƕȳǖ Ʉʯʚ ɼɄ˝ࣩƉɄțʯȭȳ ȩ+ ࣱࣖࡹ

�ʌ ſƨǑɄɼƨࣗ ˝ƨ ʯʌƨ ʚǫƨ óǫƨɼȭŗȳࣽ¡ɄɼɼǶʌɄȳ ǑɄɼȭʯțŗ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ [l(ࡹ)]−ࡹ ŗȳƕ [l(ȩ+ࡹ)]−ࣗࡹ ŗȳƕ
ɼƨțŗʚƨ ʚǫƨȭ ʚɄ Ü ŗȳƕ ɼɄ˝ʌࣩƉɄțʯȭȳʌ ɄǑ ^țǶȳࣖ
óʚɼŗǶǖǫʚǑɄɼ˝ŗɼƕ ƉɄȳƉƨȳʚɼŗʚǶɄȳ ŗɼǖʯȭƨȳʚʌ ƨ˙ƨȳʚʯŗțț˦ țƨŗƕ ʚɄ ƉɄʯɱțƨƕ ʌƨțǑࣽƉɄȳʌǶʌʚƨȳʚ
ƨɸʯŗʚǶɄȳʌ ǑɄɼ τࡹ ŗȳƕ τࡽ ࣷ�ƕțŗȭ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢙ࣖࡹࡱࡽ

ࢉࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ȭƨʚǫɄƕ

éƨƉŗțț ǑɼɄȭ âŗɼʚ ࡽ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ȭƨʚǫɄƕ ǶƕƨȳʚǶ̇ƨʌ ƉɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ ɼƨțŗʚǶɄȳʌ ſƨʚ˝ƨƨȳ
ʌʯǶʚŗſț˦ ƉǫɄʌƨȳ ʌʯſȭŗʚɼǶƉƨʌ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚࣖ

pƨɼƨ ˝ƨ Ɖŗȳ ʯȳƕƨɼʚŗȕƨ ŗ ʌǶȭǶțŗɼ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ŗʌ Ƕȳ âŗɼʚ ࣗࡽ ſʯʚ ȳɄ˝ Ʉȳ ŗȳ ŗʯǖȭƨȳʚƨƕ ȭŗʚɼǶ˥ࣗ

l =

[
λtȩ √ࡹ

ȣ^
$
țǶȳ

√ࡹ
ȣ^țǶȳ −tȣ

]
,

˝ǫǶƉǫ ƨȳƉɄƕƨʌ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ʚǫɼɄʯǖǫ Ü = (�+ λtȩ)−ࡹ = [l−ࡹ]ࡹ:ȩ,ࡹ:ȩࣖ

ÿɄ ƕƨɼǶ˙ƨ ƉɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ ɼƨțŗʚǶɄȳʌࣗ ˝ƨ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ʚ˝Ʉ ʌʯſȭŗʚɼǶƉƨʌࣘ l(ࡹ) ࣯țƨŗ˙Ƕȳǖ Ʉʯʚ
ɼɄ˝ࣩƉɄțʯȭȳ ࣱࣗࡹ ŗȳƕ l(ȩ+ࡹ) ࣯țƨŗ˙Ƕȳǖ Ʉʯʚ ɼɄ˝ࣩƉɄțʯȭȳ ȩ+ ࣱࣖࡹ

�ʌ ſƨǑɄɼƨࣗ ˝ƨ ʯʌƨ ʚǫƨ óǫƨɼȭŗȳࣽ¡ɄɼɼǶʌɄȳ ǑɄɼȭʯțŗ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ [l(ࡹ)]−ࡹ ŗȳƕ [l(ȩ+ࡹ)]−ࣗࡹ ŗȳƕ
ɼƨțŗʚƨ ʚǫƨȭ ʚɄ Ü ŗȳƕ ɼɄ˝ʌࣩƉɄțʯȭȳʌ ɄǑ ^țǶȳࣖ
óʚɼŗǶǖǫʚǑɄɼ˝ŗɼƕ ƉɄȳƉƨȳʚɼŗʚǶɄȳ ŗɼǖʯȭƨȳʚʌ ƨ˙ƨȳʚʯŗțț˦ țƨŗƕ ʚɄ ƉɄʯɱțƨƕ ʌƨțǑࣽƉɄȳʌǶʌʚƨȳʚ
ƨɸʯŗʚǶɄȳʌ ǑɄɼ τࡹ ŗȳƕ τࡽ ࣷ�ƕțŗȭ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣹ࢙ࣖࡹࡱࡽ

ࢉࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ Ǒɼƨƨ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦

�ȳ ŗțʚƨɼȳŗʚǶ˙ƨ ŗʯǖȭƨȳʚŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨʌɄț˙ƨȳʚ ƉɄȭɱțƨʚƨț˦ țǶȳƨŗɼǶ˲ƨʌ ʚǫƨ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉƨ Ʉȳ
ʚǫƨ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌࣘ

� =





λtȩ ƅࡽ
ȣΘ

$ ƅࡹ√
Ɛȣĩ

$ ࡱ
ƅࡽΘ −tȣ ࡱ ƅࡹ√

ƐĢ
ࡱ Ģ$ −tƐ ࡱ
ĩ ࡱ ࡱ −tƐ




,

˝ǫƨɼƨ ʚǫƨ óƉǫʯɼ ƉɄȭɱțƨȭƨȳʚ ǑɄɼȭʯțŗ ȳɄ˝ ǖǶ˙ƨʌࣗ

τࡹ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ([�

(ࡹ,ࡹ[ࡹ− , ŗȳƕ τࡽ = lim
ȩ→∞

ࡹ
ȩ ʚɼ([�

(ࢁ,ࢅ[ࡹ− .

ÿǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ſțɄƉȕ˝Ƕʌƨ ʚɼŗƉƨʌ ʚɼ([�−ࡹ]ŗ,Ż) Ɖŗȳ ʚǫƨȭʌƨț˙ƨʌ ſƨ ƉɄȭɱʯʚƨƕ ʯʌǶȳǖ Ǒɼƨƨ
ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦ ࣷ�ƕțŗȭ ŗȳƕ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣗ ࣹࣖࡱࡽࡱࡽ

ࢍࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ Ǒɼƨƨ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦

� Ƕʌ țǶȳƨŗɼ Ƕȳ ʚǫƨ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ĩࣗ Ģࣗ ŗȳƕ Θࣘ

� =





λtȩ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ −tȣ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ −tƐ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ −tƐ




+





ࡱ ࡱ ƅࡹ√
Ɛȣĩ

" ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ
ĩ ࡱ ࡱ ࡱ




+





ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ƅࡹ√

ƐĢ
ࡱ Ģ" ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ




+





ࡱ ƅࡽ
ȣΘ

" ࡱ ࡱ
ƅࡽΘ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ





,ŗȳ ˝ƨ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨ ſțɄƉȕ˝Ƕʌƨ ʚɼŗƉƨʌ ˝Ƕʚǫ Ǒɼƨƨ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦ ˙Ƕŗ ʚǫƨ ÞࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭࣞ

¥Ʉʚ ȳŗǶ˙ƨț˦ࣘ ʚǫƨ ŗƕƕǶʚǶ˙ƨ ʚƨɼȭʌ ŗɼƨ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣗ ſʯʚ ȳɄʚ Ǒɼƨƨ Ʉ˙ƨɼ Cࣖ

pɄ˝ƨ˙ƨɼࣗ ʚǫƨ˦ ŗɼƨ Ǒɼƨƨ Ʉ˙ƨɼ ࣗ(C)ࢅ� ŗȳƕ ʚǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ʌʯǶʚŗſțƨ ȹɤƣɮŗʋȹɮࣽˉŗȑʠƣƐ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ
ÞࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ʚǫŗʚ ƨȳŗſțƨʌ ʚǫƨ ȳƨƉƨʌʌŗɼ˦ ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳʌ ࣷ¡ǶȳǖɄ ŗȳƕ óɱƨǶƉǫƨɼࣗ ࣹࣖ࢑ࡹࡱࡽ

࢑ࡹ



,ɄȭɱʯʚǶȳǖ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼࣘ Ǒɼƨƨ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦

� Ƕʌ țǶȳƨŗɼ Ƕȳ ʚǫƨ ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶƉƨʌ ĩࣗ Ģࣗ ŗȳƕ Θࣘ

� =





λtȩ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ −tȣ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ −tƐ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ −tƐ




+





ࡱ ࡱ ƅࡹ√
Ɛȣĩ

" ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ
ĩ ࡱ ࡱ ࡱ




+





ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ƅࡹ√

ƐĢ
ࡱ Ģ" ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ




+





ࡱ ƅࡽ
ȣΘ

" ࡱ ࡱ
ƅࡽΘ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ
ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ





,ŗȳ ˝ƨ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨ ſțɄƉȕ˝Ƕʌƨ ʚɼŗƉƨʌ ˝Ƕʚǫ Ǒɼƨƨ ɱɼɄſŗſǶțǶʚ˦ ˙Ƕŗ ʚǫƨ ÞࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭࣞ

¥Ʉʚ ȳŗǶ˙ƨț˦ࣘ ʚǫƨ ŗƕƕǶʚǶ˙ƨ ʚƨɼȭʌ ŗɼƨ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚࣗ ſʯʚ ȳɄʚ Ǒɼƨƨ Ʉ˙ƨɼ Cࣖ

pɄ˝ƨ˙ƨɼࣗ ʚǫƨ˦ ŗɼƨ Ǒɼƨƨ Ʉ˙ƨɼ ࣗ(C)ࢅ� ŗȳƕ ʚǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ʌʯǶʚŗſțƨ ȹɤƣɮŗʋȹɮࣽˉŗȑʠƣƐ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ
ÞࣽʚɼŗȳʌǑɄɼȭ ʚǫŗʚ ƨȳŗſțƨʌ ʚǫƨ ȳƨƉƨʌʌŗɼ˦ ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳʌ ࣷ¡ǶȳǖɄ ŗȳƕ óɱƨǶƉǫƨɼࣗ ࣹࣖ࢑ࡹࡱࡽ

࢑ࡹ



�ʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚƨʌʚ ƨɼɼɄɼ

ÿǫƨɄɼƨȭ
�ƨʚ η = E[ǋ(ǐ)ࡽ] ŗȳƕ ζ = (E[ǐǋ(ǐ)])ࡽ ǑɄɼ ǐ ∼ N ,ࡱ) ࣖ(ࡹ ÿǫƨȳࣗ ʚǫƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʚɼŗƉƨʌ τࡹ(λ)
ŗȳƕ τࡽ(λ) ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦ ʌɄțʯʚǶɄȳʌ ʚɄ ʚǫƨ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ʌ˦ʌʚƨȭࣗ

ζτࡹτࡽ −ࡹ) λτࡹ) = φ/ψ (ζτࡹτࡽ + φ(τࡽ − τࡹ)) = (τࡹ − τࡽ)φ ((η − ζ)τࡹ + ζτࡽ) ,

ŗȳƕࣗ BʚɼŗǶȳ = −λࡽ(σࡽετ ࡹ′ + τ (ࡽ′ ŗȳƕ Bʚƨʌʚ = −(σࡽετ
′
ࡹ + τ τ/(ࡽ′

ࡽ
ࡹ ࣖ
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࢕ࡹ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ Ƕ

éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ

$ƨȳ �ƕțŗȭ ŗȳƕ �ƨ˽ɼƨ˦ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣖ ÿǫƨ ȳƨʯɼŗț ʚŗȳǖƨȳʚ ȕƨɼȳƨț Ƕȳ ǫǶǖǫ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌࣘ ÿɼǶɱțƨ ƕƨʌƉƨȳʚ ŗȳƕ ŗ ȭʯțʚǶࣽʌƉŗțƨ ʚǫƨɄɼ˦ ɄǑ
ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳࣖ yȳ tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ �ƣŗɮȩǮȩǐࣖ â¡�éࣗ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé�
JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

$ƨȳ �ƕțŗȭࣗ �ŗȕƨ �ƨ˙ǶȳʌɄȳࣗ ŗȳƕ �ƨ˽ɼƨ˦ âƨȳȳǶȳǖʚɄȳࣖ � ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ɱƨɼʌɱƨƉʚǶ˙ƨ Ʉȳ ȭǶ˥ʚʯɼƨʌ ɄǑ ȳɄȳțǶȳƨŗɼǶʚǶƨʌ ǑɄɼ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖࣖ
ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡸࡳࡹࡱࡱࣖࡳࡲࡺࡲ ࢙ࣖࡹࡱࡽ

¡ŗƕǫʯ ó �ƕ˙ŗȳǶࣗ �ȳƕɼƨ˝ ¡ óŗ˥ƨࣗ ŗȳƕ pŗǶȭ óɄȭɱɄțǶȳʌȕ ࣖ˦ pǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ƕ˦ȳŗȭǶƉʌ ɄǑ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ƨɼɼɄɼ Ƕȳ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕʌࣖ
�ƣʠɮŗȑ �ƣʋˍȹɮȋɾࣗ ࣗࢍࢅࢅँ࢕ࡽࢅࣘࡽࢁࡹ ࣖࡱࡽࡱࡽ

âƨʚƨɼ � $ŗɼʚțƨʚʚࣗ âǫǶțǶɱ ¡ �Ʉȳǖࣗ eŚſɄɼ �ʯǖɄʌǶࣗ ŗȳƕ �țƨ˥ŗȳƕƨɼ ÿʌǶǖțƨɼࣖ $ƨȳǶǖȳ Ʉ˙ƨɼ̇ʚʚǶȳǖ Ƕȳ țǶȳƨŗɼ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣖ ×ɮȹƅƣƣƐǮȩǐɾ ȹǋ ʋǣƣ
�ŗʋǮȹȩŗȑ �ƅŗƐƣȣ˖ ȹǋ çƅǮƣȩƅƣɾࣗ ࣗࡱ࢑ࡱࡱࢁँࢁࢍࡱࡱࢁࣱࣘ࢕ࢅ࣯࢑ࡹࡹ ࣖࡱࡽࡱࡽ

¡ǶȕǫŗǶț $ƨțȕǶȳࣗ óǶ˦ʯŗȳ ¡ŗࣗ ŗȳƕ óɄʯȭǶȕ ¡ŗȳƕŗțࣖ ÿɄ ʯȳƕƨɼʌʚŗȳƕ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖ ˝ƨ ȳƨƨƕ ʚɄ ʯȳƕƨɼʌʚŗȳƕ ȕƨɼȳƨț țƨŗɼȳǶȳǖࣖ yȳ
tȩʋƣɮȩŗʋǮȹȩŗȑ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ŗƅǣǮȩƣ �ƣŗɮȩǮȩǐࣗ ɱŗǖƨʌ ࢙ࣖࢅࢉँࡹࢅࢉ â¡�éࣗ ࣖ࢕ࡹࡱࡽ

¡ǶȕǫŗǶț $ƨțȕǶȳࣗ 6ŗȳǶƨț pʌʯࣗ óǶ˦ʯŗȳ ¡ŗࣗ ŗȳƕ óɄʯȭǶȕ ¡ŗȳƕŗțࣖ éƨƉɄȳƉǶțǶȳǖ ȭɄƕƨɼȳ ȭŗƉǫǶȳƨࣽțƨŗɼȳǶȳǖ ɱɼŗƉʚǶƉƨ ŗȳƕ ʚǫƨ ƉțŗʌʌǶƉŗț
ſǶŗʌँ˙ŗɼǶŗȳƉƨ ʚɼŗƕƨࣽɄ ࣖ˽ ×ɮȹƅƣƣƐǮȩǐɾ ȹǋ ʋǣƣ �ŗʋǮȹȩŗȑ �ƅŗƐƣȣ˖ ȹǋ çƅǮƣȩƅƣɾࣗ ࢙ࢅ࢕ࢉࡹࣱࣘࡽࢁ࣯ࢍࡹࡹ ࣗࢅࢉ࢕ࢉँࡹ ࢙ࣖࡹࡱࡽ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ǶǶ

¡ǶȕǫŗǶț $ƨțȕǶȳࣗ 6ŗȳǶƨț pʌʯࣗ ŗȳƕ �Ƕ ķʯࣖ ÿ˝Ʉ ȭɄƕƨțʌ ɄǑ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚ ǑɄɼ ˝ƨŗȕ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣖ çt�� �ȹʠɮȩŗȑ ȹȩ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅɾ ȹǋ 3ŗʋŗ
çƅǮƣȩƅƣࣗ ࢑ࢍࡹࡹࣱࣘࢅ࣯ࡽ ࣗࡱ࢕ࡹँࡹ ࣖࡱࡽࡱࡽ

�țǑɼƨƕɄ ,ŗȳ˲ǶŗȳǶࣗ �ƕŗȭ âŗʌ˲ȕƨࣗ ŗȳƕ EʯǖƨȳǶɄ ,ʯțʯɼƉǶƨțțɄࣖ �ȳ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ƕƨƨɱ ȳƨʯɼŗț ȳƨʚ˝Ʉɼȕ ȭɄƕƨțʌ ǑɄɼ ɱɼŗƉʚǶƉŗț ŗɱɱțǶƉŗʚǶɄȳʌࣖ
ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡹࡸࡷࡸࡱࣖࡶࡱࡷࡲ ࣖࢍࡹࡱࡽ

ÿɼƨ˙Ʉɼ pŗʌʚǶƨࣗ �ȳƕɼƨŗ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣗ óŗǫŗɼɄȳ éɄʌʌƨʚࣗ ŗȳƕ é˦ŗȳ � ÿǶſʌǫǶɼŗȳǶࣖ óʯɼɱɼǶʌƨʌ Ƕȳ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ɼǶƕǖƨțƨʌʌ țƨŗʌʚ ʌɸʯŗɼƨʌ
ǶȳʚƨɼɱɄțŗʚǶɄȳࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡱࡷࡶࡹࡱࣖࡴࡱࡺࡲ ࢙ࣖࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

�ɼʚǫʯɼ �ŗƉɄʚࣗ $ƨɼ̇ȳ øǶȭʑƨȕࣗ bɼŗȳƉƨʌƉɄ óɱŗƕŗɼɄࣗ ,țƩȭƨȳʚ pɄȳǖțƨɼࣗ ŗȳƕ bɼŗȳƉȕ eŗſɼǶƨțࣖ �ƨɼȳƨț ŗțǶǖȳȭƨȳʚ ɼǶʌȕ ƨʌʚǶȭŗʚɄɼࣘ ɼǶʌȕ
ɱɼƨƕǶƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ʚɼŗǶȳǶȳǖ ƕŗʚŗࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡷࡺࡸࡺࡱࣖࡷࡱࡱࡳ ࣖࡱࡽࡱࡽ

ÿƨȳǖ˦ʯŗȳ �Ƕŗȳǖ ŗȳƕ �țƨ˥ŗȳƕƨɼ éŗȕǫțǶȳࣖ �ʯʌʚ ǶȳʚƨɼɱɄțŗʚƨࣘ �ƨɼȳƨț एɼǶƕǖƨțƨʌʌऐ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳ Ɖŗȳ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ƨࣖ òǣƣ �ȩȩŗȑɾ ȹǋ çʋŗʋǮɾʋǮƅɾࣗ ࢕ࢅ
࢙ࡽࢁࡹࣱࣘࢁ࣯ ࣗ࢑ࢅࢁँࡹ ࣖࡱࡽࡱࡽ

ńǫƨȳ˦ʯ �ǶŗɄࣗ éɄȭŗǶȳ ,ɄʯǶțțƨʚࣗ ŗȳƕ ¡ǶƉǫŗƨț İ ¡ŗǫɄȳƨ ࣖ˦ � ɼŗȳƕɄȭ ȭŗʚɼǶ˥ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ ǑɄʯɼǶƨɼ Ǒƨŗʚʯɼƨʌࣘ ſƨ˦Ʉȳƕ ʚǫƨ
ǖŗʯʌʌǶŗȳ ȕƨɼȳƨțࣗ ŗ ɱɼƨƉǶʌƨ ɱǫŗʌƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳࣗ ŗȳƕ ʚǫƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡴࡲࡱࡶࡱࣖࡷࡱࡱࡳ ࣖࡱࡽࡱࡽ Ďé�
JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

óɄȳǖ ¡ƨǶ ŗȳƕ �ȳƕɼƨŗ ¡ɄȳʚŗȳŗɼǶࣖ ÿǫƨ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ƨɼɼɄɼ ɄǑ ɼŗȳƕɄȭ Ǒƨŗʚʯɼƨʌ ɼƨǖɼƨʌʌǶɄȳࣘ âɼƨƉǶʌƨ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉʌ ŗȳƕ ƕɄʯſțƨ
ƕƨʌƉƨȳʚ Ɖʯɼ˙ƨࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡶࡶࡴࡶࡱࣖࡹࡱࡺࡲ ࢙ࣖࡹࡱࡽ Ďé� JVVRU���CTZKX�QTI�RFH������������RFHࣖ

�ŗȭƨʌ � ¡ǶȳǖɄ ŗȳƕ éɄțŗȳƕ óɱƨǶƉǫƨɼࣖ ^ɮƣƣ ɤɮȹŻŗŻǮȑǮʋ˖ ŗȩƐ ɮŗȩƐȹȣ ȣŗʋɮǮƅƣɾࣗ ˙Ʉțʯȭƨ ࣖࢉࢁ óɱɼǶȳǖƨɼࣗ ࣖ࢑ࡹࡱࡽ
âŗɼʚǫŗ â ¡Ƕʚɼŗࣖ ĎȳƕƨɼʌʚŗȳƕǶȳǖ Ʉ˙ƨɼ̇ʚʚǶȳǖ ɱƨŗȕʌ Ƕȳ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ƨɼɼɄɼࣘ �ȳŗț˦ʚǶƉŗț ɼǶʌȕ Ɖʯɼ˙ƨʌ ǑɄɼ ȑऌࡽ ŗȳƕ ȑऌࡹ ɱƨȳŗțǶ˲ƨƕ

ǶȳʚƨɼɱɄțŗʚǶɄȳࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡸࡷࡷࡴࡱࣖࡷࡱࡺࡲ ࢙ࣖࡹࡱࡽ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ ǶǶǶ

âɼƨƨʚʯȭ ¥ŗȕȕǶɼŗȳࣗ eŗț �ŗɱțʯȳࣗ ĸŗȭǶȳǶ $ŗȳʌŗțࣗ ÿɼǶʌʚŗȳ ĸŗȳǖࣗ $Ʉŗ˲ $ŗɼŗȕࣗ ŗȳƕ yț˦ŗ óʯʚʌȕƨ˙ƨɼࣖ 6ƨƨɱ ƕɄʯſțƨ ƕƨʌƉƨȳʚࣘ İǫƨɼƨ ſǶǖǖƨɼ
ȭɄƕƨțʌ ŗȳƕ ȭɄɼƨ ƕŗʚŗ ǫʯɼʚࣖ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣗࡳࡺࡳࡳࡱࣖࡳࡲࡺࡲ ࢙ࣖࡹࡱࡽ

�țƨ˥ŗȳƕƨɼ éŗȕǫțǶȳ ŗȳƕ ķǶ˦ʯ ńǫŗǶࣖ ,ɄȳʌǶʌʚƨȳƉ˦ ɄǑ ǶȳʚƨɼɱɄțŗʚǶɄȳ ˝Ƕʚǫ țŗɱțŗƉƨ ȕƨɼȳƨțʌ Ƕʌ ŗ ǫǶǖǫࣽƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ɱǫƨȳɄȭƨȳɄȳࣖ yȳ
*ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ƣŗɮȩǮȩǐ òǣƣȹɮ˖ࣗ ɱŗǖƨʌ ࣖࢁࡽࢍࡽँࢉ࢙ࢉࡽ â¡�éࣗ ࢙ࣖࡹࡱࡽ

,ǫǶ˦ʯŗȳ ńǫŗȳǖࣗ óŗȭ˦ $ƨȳǖǶɄࣗ ¡ɄɼǶʚ˲ pŗɼƕʚࣗ $ƨȳȍŗȭǶȳ éƨƉǫʚࣗ ŗȳƕ ¶ɼǶɄț ĬǶȳ˦ŗțʌࣖ ĎȳƕƨɼʌʚŗȳƕǶȳǖ ƕƨƨɱ țƨŗɼȳǶȳǖ ࣯ʌʚǶțțࣱ ɼƨɸʯǶɼƨʌ
ɼƨʚǫǶȳȕǶȳǖ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳࣖ *ȹȣȣʠȩǮƅŗʋǮȹȩɾ ȹǋ ʋǣƣ �*�ࣗ ࢑ࡱࡹࣱࣘࢁ࣯ࢅࢍ ࣗࢉࡹँࡹ ࣖࡹࡽࡱࡽ


